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Wstep

Terminem glosowanie strategiczne okresla sie sytuacje, w ktorej pewien
wyborca oddaje w wyborach glos niereprezentujacy jego prawdziwych pre-
ferencji wyborczych, a uzyskany w ten sposéb wynik wyboréw uwaza on
za lepszy niz rezultat bedacy skutkiem glosowania odpowiadajacego jego
prawdziwym preferencjom.

Zjawisko glosowania strategicznego, nazywane réwniez manipulacja, by-
to znane od dawna. Najstarszy opis wyboréw, w ktorych doszto do manipula-
cji, znajdujemy w Epistulae Pliniusza Mlodszego, ktory opisuje sprawe sadu
nad niewolnikami rzymskiego konsula Gnejusza Afraniusza Dekstera oskar-
zonymi o zamordowanie swojego pana [8]. Natomiast na przelomie XVIII
i XIX wieku Pierre Simon de Laplace i Napoléon Bonaparte niezaleznie za-
uwazyli, ze system punktéw Bordy, ktéry opisujemy w pierwszym rozdziale,
nie jest odporny na gtosowanie strategiczne. Pomimo tego faktu punkty Bor-
dy byly w latach 1796-1803 uzywane przez Francuska Akademie Nauk do
wyboru jej cztonkdéw.

Motywacja do napisania niniejszej pracy bylo to, ze obecnie czesto ma-
my do czynienia z glosowaniem strategicznym ze wzgledu na liczne i szeroko
zakrojone sondaze przedwyborcze, ktére pozwalaja wyborcom na zorien-
towanie sie, czy moze optaci¢ im sie glosowaé strategicznie oraz jaki glos
powinni oddaé, aby zwigkszy¢ szanse swoich faworytow. Jedna z najbardziej
popularnych metod glosowania strategicznego jest na przyklad zagrzeby-
wanie, polegajace na umieszczaniu przez wyborce tego kandydata, ktoremu
nie chce on pozwoli¢ na zwyciestwo, na samym dole listy wyborczej. Nalezy
zauwazy¢, ze nie jest mozliwe udowodnienie, ze w jakich§ wyborach doszto
do manipulacji, jednak mozna to z duza doza prawdopodobienstwa stwier-
dzi¢ na podstawie poréwnania wynikéw wiasciwych wyboréw z wynikami
sondazy oraz, w przypadku wyboréw dwuturowych, wynikéw kandydatéw
z obu tur. Najstynniejsze przyktady wyboréw podejrzanych o glosowanie
strategiczne to wybory prezydenckie we Francji w 2002 roku oraz wybory
parlamentarne w Stowenii w 2011 roku - szacuje sig¢, ze w tych wyborach
nawet 30% wyborcéw moglo glosowaé strategicznie.

Za ojca badan nad glosowaniem strategiczym uznajemy Robina Farqu-
harsona, ktéry w pracy [4] napisanej wraz z Michaelem Dummettem zawarl
hipoteze, ze wiekszo$é¢ systemdéw wyborczych dopuszeza mozliwosé efektyw-
nego glosowania strategicznego. Pierwsze twierdzenie na ten temat pocho-
dzi z prac Allana Gibbarda [5] i Marka Satterthwaite’a [9] odpowiednio
z 1973 1 1975 roku. Nastepne dwa twierdzenia zostaly natomiast sformuto-
wane przez Johna Duggana i Thomasa Schwartza w pracy [2] z 1992 roku
i pracy [3] z 2000 roku. Kolejne znaczace na tym polu wyniki opublikowal
Alan D. Taylor w pracy [11] z 2002 roku.
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Celem niniejszej pracy jest ujednolicenie terminologii dotyczacej gltoso-
wania strategicznego, uporzadkowanie i doprecyzowanie rozumowan, wypel-
nienie luk w dowodach wymienionych wczesniej twierdzen oraz przedstawie-
nie zwiazkéw miedzy rzeczonymi twierdzeniami. Matematyka wyborcza jest
relatywnie mtoda dziedzing. Z tego powodu wczesniejsze prace traktujace
na temat glosowania strategicznego sformutowane zostaly w jezyku teorii
gier, mimo iz obecnie teoria wyboru spolecznego i teoria gier to oddzielne
dzialy matematyki. Prace Duggana i Schwartza napisane zostaty w jezyku
porzadkéw, natomiast praca Taylora definiowala pojecia w sposéb niefor-
malny. Z tego wzgledu konieczne bylo sformutowanie spdjnej terminologii
zwiazanej z manipulacja. Zostata ona przeze mnie zbudowana w jezyku sta-
bych porzadkéw. W wiekszosci przypadkéw nie istniata wczesniej w jezyku
polskim ustalona terminologia: okoto potowa poje¢ zawartych w pierwszym
rozdziale i wszystkie pojecia z rozdziatu trzeciego zostaly nazwane przeze
mnie. Czesci stosowanych pojeé¢ brakowato Scistych matematycznych defini-
cji, ktore rowniez stworzytam samodzielnie. W cytowanej literaturze istnieja
cztery istotnie rézne wersje twierdzenia Duggana-Schwartza. Jednym z gtow-
nych wynikéw pracy bylo udowodnienie, ze dwa z nich sg réwnowaznymi
wersjami pozostalych dwéch oraz samodzielne opracowanie zwigzkéw mie-
dzy tymi dwoma. Drugim najwazniejszym zadaniem bylo sformalizowanie
i uzupetnienie dowodoéw twierdzen. Nalezy zauwazy¢, ze teoria glosowania
strategicznego nie zostala stworzona przez matematykéw (sposréd jej twor-
céw: Gibbarda, Satterthwaite’a, Duggana, Schwartza i Taylora matematy-
kiem z wyksztalcenia jest tylko Taylor). Z tego powodu dowody twierdzen,
na ktérych sie opieralam, wymagaly matematycznego opracowania zawar-
tych tam idei, uzupelnienia luk i sformalizowania rozumowan. Wiekszosé
przedstawionych przeze mnie dowodéw bazuje na osiagnieciach wymienio-
nych autoréw, natomiast kilka wynikéw udowodnitam samodzielnie.

Niniejsza praca podzielona jest na cztery rozdzialy. Pierwszy z nich roz-
poczyna sie przedstawieniem przyktadéw kilku systeméw wyborczych, ktore
sg uzywane w dalszej czedci rozdziatu do zobrazowania zdefiniowanych tam
pojeé. W drugim podrozdziale zawarte sa podstawowe definicje potrzebne
do zbudowania teorii glosowania strategicznego. Sa one zbudowane w jezyku
porzadkéw, a zastosowana przeze mnie notacja rozbudowuje notacje przy-
jeta przez Duggana i Schwartza w pracy [2]. Sformulowalam samodzielnie
matematyczne definicje: profilu, zbioru faworytéw, dolnej monotonicznosci
dla singletonéw i potowicznej rezolutnos$ci. W podrozdziale trzecim wpro-
wadzone zostaly podstawowe definicje dotyczace zbioru decyzyjnego, stabej
i silnej dyktatury, manipulacji w systemach decyzyjnych oraz manipulacji
przez optymiste i pesymiste. Definicje odpornosci systeméw decyzyjnych na
manipulacje, manipulacje przez optymiste i manipulacje przez pesymiste sa
autorskie. Ostatni podrozdzial zawiera definicje relacji preferencji spotecz-
nych i kilka jej wlasnosci. Przedstawiony w tym rozdziale Przyktad 1.11
zostal zaczerpniety z [1], wszystkie pozostale przyktady sa autorskie.

Drugi rozdzial jest poswiecony manipulacji w systemach decyzyjnych.
Przedstawione zostato twierdzenie Gibbarda-Satterthwaite’a, méwiace o tym,
ze w przypadku, gdy w wyborach startuje co najmniej trzech kandydatéw
i kazdy z nich moze wygraé¢, kazdy decyzyjny i odporny na manipulacje
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system wyborczy jest silna dyktatura. Dowéd Lematu 2.3 przeprowadzitam
samodzielnie. Dowéd Twierdzenia 2.2 zostal opracowany na podstawie do-
wodu z [10], ktory sformalizowalam.

Rozdziat trzeci opisuje przypadek systeméw efektywnych. W podroz-
dziale pierwszym opisany zostal Paradoks Codorceta pokazujacy, ze anoni-
mowe i neutralne systemy wyborcze nie sa decyzyjne, co uzasadnia potrzebe
rozwazenia systeméw efektywnych. Opracowanie paradoksu jest autorskie.
W podrozdziale drugim przedstawione zostaly pojecia potrzebne do zde-
finiowania manipulacji w systemach efektywnych. Przedstawione definicje
pochodza z [2], na ich podstawie samodzielnie zbudowatam dla dowolnego
wyborcy porzadek na zbiorach zwyciezcow zgodny z porzadkiem na jego li-
Scie wyborczej i przedstawitam analogie miedzy pojeciami manipulacji w sys-
temach decyzyjnych i efektywnych. W trzecim podrozdziale sformulowane
zostaly dwie wersje pierwszego twierdzenia Duggana-Schwartza: pierwsza
pochodzaca z [2] i wykorzystujaca zbudowany wczesniej porzadek i druga
pochodzaca z [11] i operujaca pojeciami manipulacji przez optymiste i pe-
symiste. Dowdd pierwszej czeSci Lematu 3.11 wykazujacego réwnowaznosé
tych dwoch wersji jest oparty na rozumowaniu z [2], dowdd drugiej przepro-
wadzilam samodzielnie. Twierdzenie to zostalo nastepnie jeszcze raz sfor-
mutowane w jezyku zbudowanych przeze mnie porzadkéw. Dowdd pierw-
szego twierdzenia Duggana-Schwartza przytaczam wedlug [2] z niewielki-
mi modyfikacjami. W szczegdlnosci samodzielnie udowodnitam Lemat 3.15.
Ostatni podrozdzial przedstawia dwie wersje drugiego twierdzenia Duggana-
Schwartza pochodzace z [3] i [11]. One réwniez sa réwnowazne, ponownie
na mocy Lematu 3.11. Zwiazki pomiedzy pierwszym i drugim twierdzeniem
Duggana-Schwartza opracowalam sama. Dowdd drugiego twierdzenia zostal
przeprowadzony na podstawie [3] z doprecyzowaniem i uzupelnieniem ist-
niejacych tam rozumowan.

Ostatni rozdzial uogdlnia wszystkie przedstawione wczesniej twierdze-
nia na przypadek systeméw dopuszczajacych remisy na listach wyborczych.
Otwiera go opis kilku takich systeméw, po ktérym nastepuja dwa przy-
ktady pokazujace manipulacje w tychze systemach. Oba opracowalam sa-
modzielnie. W pierwszym podrozdziale zawarte jest uogdlnienie twierdzenia
Gibbarda-Satterthwaite’a, zas§ w drugim pierwszego twierdzenia Duggana-
Schwartza - w dwdch wersjach: Twierdzenie 4.8 pochodzi z pracy [11], a jego
réwnowazna wersja (Twierdzenie 4.7) zostalo sformutowane przeze mnie na
podstawie Lematu 3.11. Przedstawione dowody obu twierdzen zostaty opra-
cowane odpowiednio na podstawie [10] i [11] z niewielkimi modyfikacjami
polegajacymi na doprecyzowaniu i sformalizowaniu rozumowan.

Warto na koniec zauwazy¢, ze istniejace twierdzenia o manipulacji wska-
zujg wylacznie na mozliwoéé¢ gtosowania strategicznego, ale nie daja zadnych
informacji na temat tego, jak czesto w danym systemie wyborczym faktycz-
nie do niego dochodzi. Interesujacym pomystem, jak wskazuje Hannu Nurmi
w pracy [7], byloby zbadanie tej czestotliwosci i okreslenie na tej podsta-
wie stopnia podatnosci na glosowanie strategiczne konkretnych systeméw
wyborczych.



ROZDZIAL 1

Wprowadzenie

1. Przyklady systeméw wyborczych

Na poczatek przedstawimy kilka przykladéw systeméw wyborczych.

System wzglednej wiekszoSci to taki, w ktérym zwyciezca zostaje
kandydat (kandydaci przy réwnej liczbie gloséw) uznany za faworyta przez
najwieksza liczbe wyborcow.

Systemy preferencyjne to takie, w ktorych od wyborcéw wymaga sie
uporzadkowania wszystkich kandydatéw na swoich listach wyborczych. Sys-
temami preferencyjnymi sg w szczegdlnosci systemy punktowe, czyli takie,
w ktorych kandydatom przyznawane sa punkty w liczbach korespondujacych
z ich pozycjami na listach wyborczych, a o wyniku wyboréw decyduja sumy
zdobytych punktéw. Najbardziej powszechny z takich systemow to system
punktéw Bordy!, w ktérym pierwsze miejsce jest warte n — 1 punktéw,
a kazde kolejne o 1 punkt mniej (dla n bedacego liczba kandydatéw). Punkty
Bordy sa obecnie uzywane w niektorych instytucjach naukowych, a ich zmo-
dyfikowana wersja jest stosowana w wyborach parlamentarnych w Republice
Nauru na Potudniowym Pacyfiku.

Metoda Hare’a? to system polegajacy na iteracyjnym eliminowaniu
kandydatow z najmniejszg liczbg pierwszych miejsc na listach wyborczych az
do momentu, gdy kto$ zdobedzie ponad 50% pierwszych miejsc lub wszyscy
pozostali kandydaci beda ich mieé¢ tyle samo. Metoda Hare’a jest wariantem
systemu pojedynczego glosu przechodniego (STV) w przypadku kwoty
réwnej 50% + 1 pierwszych miejsc i koniecznosci uporzadkowania wszystkich
kandydatow. Jest stosowana miedzy innymi w wyborach do nizszej izby
parlamentu w Australii.?

System pojedynczego glosu przechodniego to system proporcjonalny.
Kazdy wyborca porzadkuje w nim na swojej liScie wyborczej wszystkich
lub pewna wybrana przez siebie liczbe (w zaleznosci od wariantu systemu)
kandydatéw. Ustalana jest kwota (quota), czyli minimalna liczba glosow,
ktorg kandydat musi zdoby¢, aby zosta¢ wybranym. Nastepnie dla kazdego
kandydata obliczana jest liczba zdobytych przez niego pierwszych miejsc.

1Jean-Charles de Borda (ur. 4 maja 1733 r., zm. 19 lutego 1799 r.) - francuski ma-
tematyk, fizyk, politolog i zeglarz. Od 1764 r. cztonek Francuskiej Akademii Nauk. Na
jego czes¢ nazwano m.in. krater na Ksiezycu. System punktéw Bordy zostal przez niego
sformutowany w 1770 r. W latach 1796 - 1803 byt on uzywany przez Francuska Akademie
Nauk do wyboru cztonkéw.

2Sir Thomas Hare (ur. 28 marca 1806 r., zm. 6 maja 1891 r.) - brytyjski prawnik, autor
wielu propozycji reform wyborczych. Byl pomystodawcy tego, aby do rozdzialu mandatéw
w parlamencie uzywaé reprezentacji proporcjonalne;j.

3Metoda Hare’a jest w Australii nazywana metoda glosowania preferencyjnego. W po-
zostalych czesciach $wiata jest ona stosowana pod kilkoma innymi nazwami.
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Wszyscy ci kandydaci, ktérzy przekroczyli kwote, zostaja wybrani. Glosy
nadmiarowe tych kandydatow, tj. réznice miedzy iloscia zdobytych przez
nich gloséw a kwota, zostaja nastepnie przeniesione na zdobywcéw drugie-
go miejsca na listach tych wyborcéw, u ktoérych byli oni faworytami (to,
ktore glosy uznaje sie za nadmiarowe, zalezy od wariantu systemu). Jezeli
w tej sytuacji pojawiaja sic nowi kandydaci przekraczajacy kwote, to oni
rowniez zostaja zwyciezcami i procedura zostaje powtorzona. Jezeli nie, to
ze wszystkich list wyborczych wykresla sie kandydata z najmniejsza ilocia
pierwszych miejsc i ponownie sprawdza, czy ktos przekroczyt kwote. Caty
proces powtarza sie az do momentu wybrania wymaganej liczby zwyciezcéw.
Ten system wyborczy jest stosowany miedzy innymi w wyborach parlamen-
tarnych w Irlandii i na Malcie oraz w wyborach do nizszej izby parlamentu
Tasmanii.*

Metoda Coombsa® to system polegajacy na iteracyjnym eliminowaniu
kandydatow z najwieksza liczba ostatnich miejsc na listach wyborczych az
do momentu, gdy kto$ zdobedzie ponad 50% pierwszych miejsc lub wszyscy
pozostali kandydaci beda ich mie¢ tyle samo.

Metoda Copelanda® to metoda, w ktérej kandydaci poréwnywani sa
parami kazdy z kazdym, a za kazdorazowe zwyciestwo, remis badz porazke
przyznawane sa im punkty w liczbie odpowiednio 1, %, 0. Zwyciezca zostaje
kandydat (kandydaci) z najwigksza liczba punktéw. Do systemu Copelanda
bardzo podobna jest metoda kolowa uzywana w sporcie, w szczegdlnosci
w rozgrywkach ligowych.

2. Podstawowe definicje

Niech dany bedzie dowolny niepusty i skonczony zbiér A oraz dowol-
na dodatnia liczba catkowita n. Zbiér A bedziemy dalej nazywaé zbiorem
kandydatéw (alternatyw), n liczba wyborcéw, zbiér {1,2,...,n} zbio-
rem wyborcow, a jego elementy - wyborcami. Kandydatéw bedziemy
oznaczaé przez x, y, ... a ich niepuste zbiory przez X, Y, ...

Powyzsze oznaczenia bedziemy stosowaé¢ w calej pracy.

DEFINICJA 1.1. Dowolng relacje na zbiorze A nazywamy:

e przechodnia, jezeli dla wszystkich x,y,z € A z tego, ze x jest
w relacji z y i y jest w relacji z z, wynika, ze = jest w relacji z z;

e przeciwsymetryczng, jezeli dla wszystkich z,y € A z tego, ze
x jest w relacji z y, wynika, ze y nie jest w relacji z z;

W Tasmanii system pojedynczego gltosu przechodniego nazywa sie systemem Hare’a-
Clarka na cze$¢ Thomasa Hare’a i Andrew Clarka (ur. 24 lutego 1848 r., zm. 14 listopada
1907 r.) - prokuratora generalnego Tasmanii, ktéry wprowadzil ten system na wyspie.

5Clyde Hamilton Coombs (ur. 22 lipca 1912 r., zm. 4 lutego 1988 r.) - amerykarnski
psycholog specjalizujacy sie w dziedzinie psychologii matematycznej, twoérca teorii po-
miaru psychologicznego i metody skalowania podstaw oraz tak zwanej teorii rozwijania.
Zajmowal sie réwniez zagadnieniami proceséw decyzyjnych, zwtaszcza problematyka po-
dejmowania decyzji ryzykownych.

6Arthur Herbert Copeland (22 czerwca 1898 r., zm. 6 lipca 1970 r.) - amerykan-
ski matematyk. Wyktadat na Uniwersytecie Rice’a i Uniwersytecie Michigan. Zajmowat
sie gtéwnie podstawami rachunku prawdopodobienstwa. Razem z Paulem Erddsem badat
wlasnoéci statej Copelanda-Erdésa.
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e spéjnag, jezeli dla wszystkich x,y € A zachodzi nastepujaca alter-
natywa: x jest w relacji z y lub y jest w relacji z x.

DEFINICJA 1.2. Slabym porzadkiem wyborczym na zbiorze A be-
dziemy nazywaé¢ dowolna przechodnig i spdjng relacje na tym zbiorze.

Silnym porzadkiem wyborczym na zbiorze A bedziemy natomiast
nazywaé dowolny taki staby porzadek wyborczy, ktéry jest dodatkowo prze-
ciwsymetryczny.

Rodzing wszystkich stabych porzadkéw wyborezych na zbiorze A bedzie-
my oznaczac¢ symbolem L(A).

DEFINICJA 1.3. Profilem (na zbiorze A) nazywamy dowolny ciag na-
lezacy do (L(A))™ dla pewnego n € N. Gdy v = (v1,va, ..., vy,) jest profilem,
wtedy porzadek wyborczy v; bedziemy nazywaé strategia (lista wybor-
cza) i-tego wyborcy (i = 1,...,n). Najwigkszy element x w tym porzadku
bedziemy oznaczaC przez TV, zas najmniejszy przez x,, .

Zbiér wszystkich profili zbudowanych na bazie zbioru A bedziemy ozna-
czaé przez V.

Niech dane beda z,y € A. Symbolem zv;y oznaczamy sytuacje, w ktorej
x jest wiegksze od y w porzadku wyborczym v;.

DEFINICJA 1.4. Profile v,v" € A nazywamy i-niezmienniczymi, gdy

dla kazdego j # i, j = 1,...,n zachodzi v; = .

PrzykrAD 1.5. Rozpatrujemy przypadek, w ktérym mamy trzech kan-
dydatéw (A, B, C) oraz czterech wyborcéw (1,2, 3, 4), ktorych listy wyborcze
przedstawiaja tabele ponizej.

11234
A|\B|B|C
B|A|C|B
C|C|A|A
11234
C|B|B|C
AlA|C|B
B|C|A|A

Powyzsze profile sa 1-niezmiennicze.

DEFINICJA 1.6. Niech x,y € A. Profile v i v/ nazywamy zy-bliZniaczymi,
gdy dla kazdego i = 1,...,n zachodzi: zv]y wtedy i tylko wtedy, gdy zv;y.
Dla kazdego i = 1,...,n strategie v; 1 v} nazywamy xy-bliZniaczymi, gdy
zachodzi: zvly wtedy i tylko wtedy, gdy zv;y.

Oznacza to, ze dwa profile sg zy-blizniacze wtedy i tylko wtedy, gdy
odpowiadajace tym samym wyborcom strategie w obu tych profilach sg xy-
blizniacze.

PrzykrAD 1.7. Ponownie rozpatrujemy przypadek, w ktérym mamy
trzech kandydatéw oraz czterech wyborcéw oznaczonych jak w poprzednim
przyktadzie. Ponizsze profile sa AB-bliZzniacze.
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11234
A|\B|B|C
B|A|C|B
C|C|lA|A

11234
cic|c|C
A|B|B|B
B|A|A|A

DEFINICJA 1.8. Zbiorem faworytéw dla profilu v nazywamy naj-
mniejszy w sensie inkluzji niepusty podzbiér wtasciwy X zbioru A o tej wia-
snodci, ze dla kazdego i € {1,2,...,n}, dla kazdego x € X oraz dla wszystkich
y & X zachodzi zv;y.

PRzZYKEAD 1.9. Dla profilu przedstawionego w pierwszej tabeli Przykia-
du 1.7 nie istnieje zbiér faworytéw, natomiast dla drugiego profilu w rozpa-
trywanym przykladzie zbiorem faworytow jest {C'}.

DEFINICIA 1.10. Systemem wyborczym nazywamy dowolng funkcje
C:V — P(A). Dla v € V zbiér C(v) bedziemy nazywaé zbiorem zwy-
ciezcow, a jego elementy zwyciezcami.

PRZYKEAD 1.11. Rozpatrujemy’ przypadek, w ktérym mamy czterech
kandydatéw (A, B, C, D) oraz 17 wyborcéw, ktérych listy wyborcze przed-
stawia tabela ponizej.

6 0s6b | 5 0s6b | 4 osoby | 2 osoby
A D C B
B C D D
C A B A
D B A C

W przypadku systemu wzglednej wigkszoéci zbiorem zwyciezcow jest tutaj
{A}, w przypadku metody Hare’a {D}, a dla metody Coombsa, metody
Copelanda oraz systemu punktéw Bordy jest to {C'}.

DEFINICIA 1.12. System wyborczy C' nazywamy decyzyjnym, jezeli
dla kazdego profilu wylania dokladnie jednego zwyciezce, a efektywnym
wtedy, gdy zawsze wylania co najmniej jednego zwyciezce, tj. C(v) # @ dla
kazdego profilu v.

Niech dane bedg x,y € A, decyzyjny system wyborczy C oraz profi-
le v i w. Zalézmy, ze C(v) = {z}, a C(w) = {y}. Symbolem C(v)v;C(w)
bedziemy oznaczaé¢ sytuacje, w ktérej x jest wieksze od y w porzadku wy-
borczym v;.

UWwAGA 1.13. Jezeli dla pewnego profilu v € V' i pewnego systemu wy-
borczego C' zbiér zwyciezcéw C(v) jest co najmniej dwuelementowy, to mé-
wimy, ze mamy do czynienia z remisem.

"Ten przyklad pochodzi z [1].
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DEerINICIA 1.14. Kandydata x nazywamy potencjalnym zwyciezca
dla systemu wyborczego C', jezeli istnieje co najmniej jeden profil v € V', dla
ktorego C(v) = {z}.

Taki system wyborczy, dla ktorego kazdy kandydat jest potencjalnym
zwyciezca, nazywamy niewykluczajacym.

DEFINICIA 1.15. Kandydata x nazywamy potencjalnym stabym zwy-
ciezca dla systemu wyborczego C, jezeli istnieje co najmniej jeden profil
v €V, dla ktérego x € C(v).

Taki system wyborczy, dla ktorego kazdy kandydat jest potencjalnym
stabym zwyciezca, nazywamy stabo niewykluczajgcym.

DEFINICJA 1.16. System wyborczy C spelnia zasade Pareto®, jezeli
dla kazdego profilu v € V i dla kazdych dwdch kandydatéow x,y € A z tego,
ze dla kazdego i = 1,...,n mamy zv;y, wynika, ze y ¢ C(v).

Inaczej méwiac, system wyborczy C' spetnia zasade Pareto wtedy i tylko
wtedy, gdy dla kazdego profilu v € V, dla kazdego kandydata = € C'(v) i dla
kazdego kandydata y € A\ {z} istnieje taki wyborca i € {1,...,n}, zZe zv;y.

DEFINICIJA 1.17. System wyborczy C spetnia dolng monotonicznosé
dla singletonéw, jezeli dla wszystkich v,v’ € V z tego, ze spelnione sa
nastepujace warunki:

o #C(v) =1;

e istnieje takie i € {1,2,...,n}, ze profile v i v/ sa i-niezmiennicze;

e istnieje doktadnie jedno takie z € A\C(v), ze dla dokladnie jednego

y € A\ {z} mamy:
— profile v i v sa zw-blizniacze dla wszystkich z,w € A\ {z,y};
— profile v i v’ sa yz-blizniacze dla kazdego z € A\ {z};
— profile v i v’ sa zz-blizniacze dla kazdego z € A\ {y};
— vy 1 yolw;
wynika, ze C(v') = C(v).

Powyzszy warunek oznacza, ze kazde takie dwa profile, ze zbior zwyciez-
cow dla pierwszego jest jednoelementowy, a drugi powstaje z niego w ten
sposéb, ze jeden wyborca przenosi w swojej strategii jednego przegrywaja-
cego kandydata o jedno miejsce w dét, maja ten sam jednoelementowy zbior
zwyciezcéw (przy ustalonym systemie wyborczym).

PrzYKrAD 1.18. Wracajac do Przyktadu 1.11, zauwazmy, ze zbiér zwy-
ciezcéw dla kazdego z wymienionych tam systeméw wyborczych jest jed-
noelementowy i w zadnym z nich nie wygrywa kandydat B. Jezeli jeden

8Nazwa pojecia pochodzi od nazwiska Vilfredo Pareto (ur. 15 lipca 1848 r. w Paryzu,
zm. 19 sierpnia 1923 r. w Céligny w Szwajcarii) - wloskiego ekonomisty i socjologa, ktéremu
przypisuje sie sformutowanie ekonomicznej zasady Pareto (inaczej zasady 20/80), zgodnie
z ktorg rozklad wielu cech przyjmuje stosunek 20 do 80, np. 80% efektéw pochodzi od 20%
przyczyn. W rzeczywistosci ekonomiczng zasade Pareto sformutowat Joseph Moses Juran
(ur. 24 grudnia 1904 r. w Braila, w Rumunii, zm. 28 lutego 2008 r.) - amerykanski teoretyk
zarzadzania. Z nazwiskiem Pareto wiaze sie réwniez ekonomiczne pojecie efektywnosci
Pareto, inaczej optimum w sensie Pareto, ktore opisuje taki podziat zasobow, w ktérym
nie mozna poprawi¢ sytuacji zadnego podmiotu bez pogorszenia sytuacji zadnego innego
podmiotu.
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z ostatnich dwéch wyborcow przeniesie kandydata B o jedno miejsce w dét
w swojej strategii, to otrzymamy nastepujacy profil:

6 0s6b | 5 0s6b | 4 osoby | 1 osoba | 1 osoba
A D C B D
B C D D B
C A B A A
D B A C C

W przypadku systemu wzglednej wiekszosci, metod Hare’a, Coombsa i Co-
pelanda zbiory zwyciezcOw nie ulegaja zmianie. Natomiast w przypadku sys-
temu punktéw Bordy zbiorem zwyciezcéw dla nowego profilu jest {C, D}.
Oznacza to, ze system punktéw Bordy nie spelnia warunku dolnej monoto-
nicznoéci dla singletonéw.

DEFINICIJA 1.19. System wyborczy C jest polowicznie rezolutny, je-
zeli z tego, ze istnieje dokladnie jedno i € {1,2,...,n}, dla ktérego istnieja
takie x,y € A, ze spelnione sg nastepujace warunki:

o dla wszystkich j, k # ¢ mamy v; = vy,
e dla wszystkich j € {1,...,n} i dla kazdego z € A\ {z,y} mamy zv;z
1yvjz,
o dla wszystkich j # ¢ mamy xv;y,
o zv;y lub yu;x,
wynika, ze istnieje takie t € A, ze C(v) = {t}.

Powyzszy warunek oznacza, ze jezeli strategie wszystkich wyborcow poza
co najwyzej jednym sa takie same, a ostatnia strategia rézni sie od pozo-
stalych co najwyzej wymiang kolejnoéci dwoch czotowych kandydatow, to
zbidr zwyciezcéw jest jednoelementowy.

3. Dyktatura i manipulacja

DEFINICIA 1.20. Zbiér wyborcéw X C {1,...,n} nazywamy zbiorem
decyzyjnym nad kandydatami a i b, jezeli z tego, ze dla kazdego v € V'
i dla wszystkich ¢ € X zachodzi av;b, wynika, ze C'(v) # {b}.

To, ze zbidér X jest zbiorem decyzyjnym nad kandydatami a i b, bedziemy
oznaczaé¢ symbolem aXb.

Zbiér wyborcow X nazywamy zbiorem decyzyjnym, jezeli jest zbio-
rem decyzyjnym nad kandydatami = i y dla wszystkich par (x,y) € A%

DEFINICIJA 1.21. Wyborce ¢ nazywamy stabym dyktatorem systemu
wyborczego C, jezeli dla kazdego v € V' i dla kazdego x € A z tego, ze zv;y
dla wszystkich y € A\ {z}, wynika, ze x € C(v). Inaczej méwiac, wyborca
jest stabym dyktatorem, jezeli kandydat bedacy na pierwszym miejscu jego
listy wyborczej zawsze nalezy do zbioru zwyciezcéw.

System wyborczy, w ktérym wystepuje staby dyktator, nazywamy stabg
dyktatursy.

DEFINICIA 1.22. Wyborce ¢ nazywamy silnym dyktatorem systemu
wyborczego C, jezeli dla kazdego v € V' i dla kazdego = € A z tego, ze xv;y
dla wszystkich y € A\ {z}, wynika, ze C(v) = {z}. Innymi stowy, wyborca
jest silnym dyktatorem, jezeli kandydat bedacy na pierwszym miejscu jego
listy wyborczej jest zawsze jedynym zwyciezca.
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System wyborczy, w ktérym wystepuje silny dyktator, nazywamy silng
dyktatury.

DEFINICIA 1.23. Decyzyjny system wyborczy C nazywamy podatnym
na manipulacje, jezeli istnieja: taki wyborca i € {1,...,n}, taki profil
¥ = (V1, ety Vi1, Vi, Vit1, ..., Up) Oraz taka, rézna od v;, strategia v}, dla kto-
rych:

C((Ul, ey Ui—1, ’Ug, V419 -0y ’Un)>vi0((’01, ey Ui—15 Vg Vgt 1y ooy ’Un)).

DEFINICJA 1.24. Decyzyjny system wyborczy C' nazywamy odpornym
na manipulacje, jezeli dla zadnego wyborcy i € {1,...,n} i dla zadnego
profilu v = (v1, ..., vi—1, V3, Viy1, ..., Uy ) nie istnieje taka, r6zna od v;, strategia
vl ze:

C(('Ul, cees UVi—1, U;, Vi41y ey ’Un))’l)iC((Ul, ey Vi—15 U5 Ujg 1y ey Un)).
Innymi stowy, decyzyjny system wyborczy C jest odporny na manipulacje,
jezeli dla kazdego wyborcy i € {1,...,n} i dla wszystkich i-niezmiennikéw v
i v/ mamy: C(v)v;C(v") lub C(v') = C(v).

DEFINICIA 1.25. System wyborczy C nazywamy podatnym na mani-
pulacje przez optymistycznego i-tego wyborce, jezeli istnieja: profil
v = (V1 ey Vie1, Vi, Vit1, ..o, Up) Oraz rézna od v; strategia v}, dla ktérych
istnieje takie x € C((v1, ..., vi—1, U}, Vit1, ..., Up)), ze dla wszystkich y € C(v)
mamy Tv;y.

Strategie v; bedziemy w tym przypadku nazywaé szczera strategia
i-tego wyborcy, a v, jego nieszczera strategia.

Uzywajac tej terminologii mozemy powiedzie¢, ze system wyborczy jest
podatny na manipulacje przez optymiste, jezeli dla tego systemu istnieje
przynajmniej jeden profil, w ktérym pewien wyborca moégtby poprzez zmia-
ne strategii ze szczerej na nieszczera sprawic, ze w zbiorze zwyciezcow dla
zmienionego profilu znajdzie sie kandydat bedacy wyzej w jego szczerej stra-
tegii, tj. poprawi¢ maksimum zbioru zwyciezcow.

PrRzZYKEAD 1.26. W Przyktadzie 1.18 rozpatrywaliémy sytuacje, w ktérej
jeden z wyborcow zmienit swoja strategie

B D
D B
Z| g mal 40
C C

w wyniku czego zbiér zwyciezcéw dla systemu punktéw Bordy zmienit sie
z {C} na {C,D}. Jezeli wiec uznamy pierwsza z powyzszych strategii za
szczera, a druga za nieszczera, to powyzsza zmiana jest przyktadem mani-
pulacji przez optymistycznego wyborce.

DEFINICJA 1.27. System wyborczy C' nazywamy podatnym na mani-
pulacje przez pesymistycznego i-tego wyborce, jezeli istnieja: profil
U = (V1 ey Vi1, Vi, Uit1, ..., Up) Oraz rézna od v; strategia v}, dla ktérych
istnieje takie x € C(v), ze dla wszystkich y € C((v1, ..., Vi—1,V}, Vit1, ..., Up))
mamy yuv;x.

Strategie v; bedziemy, jak wyzej, nazywaé szczerg strategia i-tego
wyborcy, a v} jego nieszczerg strategia.
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Mozemy wiec powiedzie¢, ze system wyborczy jest podatny na mani-
pulacje przez pesymiste, jezeli istnieje przynajmniej jeden profil, w ktérym
pewien wyborca moéglby poprzez zmianeg strategii ze szczerej na nieszczera
sprawié¢, ze wszyscy zwyciezcy dla zmienionego profilu beda wyzej w jego
szczerej strategii niz przynajmniej jeden zwyciezca przed zmiana, tj. popra-
wi¢ minimum zbioru zwyciezcoéw.

PrzykrAD 1.28. Rozpatrujemy przypadek, w ktérym mamy czterech
kandydatéw (A, B,C, D) oraz 11 wyborcéw, ktérych strategie przedstawia
tabela ponizej.

5 0s6b | 5 0séb | 1 osoba
A D C
B C A
C A B
D B D

Zbiorem zwyciezcow dla systemu wzglednej wiekszosci jest tutaj zbior { A, D}.
Jezeli ostatnia osoba zmieni swoja strategie

C A
zAnaC

B B’

D D

to zbiér zwyciezcow zmieni sie na {A}. Jezeli wiec uznamy pierwsza z po-
wyzszych strategii za szczera, a druga za nieszczera, to powyzsza zmiana
jest przyktadem manipulacji przez pesymistycznego wyborce.

DEFINICIA 1.29. System wyborczy C nazywamy odpornym na mani-
pulacje przez optymiste, jezeli dla kazdego i € {1,2,...,n}, dla wszystkich
i-niezmienniczych v i v' oraz dla kazdego = € C((v1, ..., Vi1, V), Vit1, ..., Up))
spelniona jest nastepujaca alternatywa: istnieje takie y € C'(v), ze yv;x, lub
x € C(v).

Innymi stowy, system wyborczy jest odporny na manipulacje przez opty-
miste, jezeli dla wszystkich wyborcow kazda - inna niz szczera - strategia
rezultuje zbiorem zwyciezcéw, z ktérych kazdy jest w jego szczerej strategii
niewyzej niz pewien zwyciezca otrzymany w wyniku oddania szczerego glo-
su, czyli wtedy, gdy zaden wyborca nie moze poprzez nieszczere glosowanie
poprawi¢ maksimum zbioru zwyciezcow.

Powyzsza definicja oznacza, ze system C' jest odporny na manipulacje
przez optymiste, jezeli nie jest podatny na manipulacje przez optymiste.

DEFINICIA 1.30. System wyborczy C nazywamy odpornym na mani-
pulacje przez pesymiste, jezeli dla kazdego i € {1,2,...,n}, dla wszystkich
i-niezmienniczych v i v’ oraz dla kazdego = € C(v) spelniona jest nastepu-
jaca alternatywa: istnieje takie y € C((V1, ..., Vi—1, V), Vit1, ..., Up)), 2€ TVY,
lub z € C((v1, ey Vi1, U}y Vi 1y ovey Un))-

Inaczej méwiac, system wyborczy jest odporny na manipulacje przez
pesymiste, gdy zaden wyborca nie moze przez oddanie nieszczerego glosu
sprawi¢, ze ze zbioru zwyciezcéw zniknie najmniej pozadany przez niego
kandydat.
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System wyborczy C' jest wiec odporny na manipulacje przez pesymiste,
gdy nie jest podatny na manipulacje przez pesymiste.

4. Wlasnosci

Niech dana bedzie funkcja B : V 3 v — PBY, gdzie P jest przeciwsy-
metryczng relacja dwuargumentows na zbiorze A, ktéra bedziemy nazywadé
relacja preferencji spoltecznych (zwiazana ze zbiorem kandydatéw A).

WEASNOSC 1.31. Funkcja P posiada wlasnosé ITA (jest niezalezna
od nieistotnych (niezwigzanych) alternatyw), jezeli dla wszystkich
v,v" € V i dla wszystkich z,y € A z tego, ze v i v' sa xy-blizniacze i 2By,
wynika, ze xm”/y.

PrzykrAD 1.32. Pokazemy, ze relacja preferencji spotecznych pocho-
dzaca od systemu punktéw Bordy nie jest niezalezna od niezwiazanych al-
ternatyw. Rozpatrujemy przypadek, w ktérym mamy trzech kandydatéw
(A, B, C) oraz pieciu wyborcow, ktérych strategie przedstawiaja tabele po-
nizej.

1 osoba | 2 osoby | 3 osoby

C A B
A B A
B C C
1 osoba | 2 osoby | 3 osoby
C A B
A B C
B C A

Dla profilu v zilustrowanego w pierwszej tabeli otrzymujemy, ze ABYB, na-
tomiast dla drugiego profilu v’ otrzymujemy, ze B‘B”/A7 pomimo tego, ze
v i sag AB-bliZniacze.

WEASNOSC 1.33. Funkcja ‘R spelnia zasade Pareto, jezeli dla wszyst-
kich v € V, dla kazdego i € {1,2,...,n} i dla wszystkich z,y € A z tego, ze
xv;y, wynika rB%y.

PrzYKrAD 1.34. Latwo widaé, ze relacja preferencji spotecznych po-
chodzaca od metody Hare’a spelnia zasade Pareto, poniewaz dla dowolnego
profilu v jezeli dla kazdego ¢ = 1,...,n mamy zv;y dla pewnych x,y € A, to
kandydat y odpada od razu, a wiec mamy x"y.

PrzYKEAD 1.35. Podobnie relacja preferencji spotecznych pochodzaca
od metody Copelanda spelnia zasade Pareto, poniewaz dla dowolnego profilu
v jezeli dla kazdego ¢ = 1,...,n mamy zv;y dla pewnych x,y € A, to jesli
w poréwnaniu z dowolnym innym kandydatem z y dostaje punkt, to x tez,
a ponadto x wygrywa w pordéwnaniu z y. Stad x otrzymuje wiecej punktow
niz y, a wiec otrzymujemy x*B3"y.

PRrzYKrAD 1.36. Relacja preferencji spotecznych pochodzaca od syste-
mu punktéw Bordy réwniez spelnia zasade Pareto, poniewaz dla dowolnego
profilu v jezeli dla kazdego ¢ = 1, ...,n mamy zv;y dla pewnych x,y € A, to
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od kazdego wyborcy i € {1,...,n} kandydat x otrzymuje wiecej punktéw niz
Y, a wiec x ma w sumie wiecej punktéow od y, czyli otrzymujemy zB"y.

WrASNOSC 1.37. Funkcja P posiada wlasno$é przechodnio$ci, jezeli
dla kazdego v € V i dla wszystkich x,y, z € A z tego, ze By Pz, wynika,
ze PV z.

WrASNOSC 1.38. Funkcja B jest niewetowalna, jezeli nie istnieje takie
i€{1,2,...,n}, zeby dla kazdego v € V i dla wszystkich z,y € A z tego, ze
vy 1 yvjx dla kazdego j # ¢, wynikalo = 3y BVx.



ROZDZIAL 2

Twierdzenie Gibbarda-Satterthwaite’a

W tym rozdziale bedziemy rozwazaé systemy wyborcze, ktore zawsze wy-
laniaja jednego zwyciezce, ale nie dopuszczaja remiséw zaréwno na poziomie
wyniku wyboréw jak i strategii wyborcéw. Zajmiemy sie wiec przypadkiem
systeméw decyzyjnych, w ktérych wszystkie strategie wyborcow sa silnymi
porzadkami.

Twierdzenie Gibbarda-Satterthwaite’a, ktore teraz przedstawimy, zosta-
lo niezaleznie odkryte i opublikowane przez Gibbarda w pracy [5] z 1973
roku i przez Satterthwaite’a w pracy [9] z 1975 roku.

TWIERDZENIE 2.1 (TWIERDZENIE GIBBARDA-SATTERTHWAITE’A).
Niech A bedzie skoriczonym i co najmniej trzyelementowym zbiorem kandy-
datow, {1,...,n} bedzie zbiorem wyborcéw i niech C' : V. — P(A) bedzie
systemem wyborczym. Jezeli system C jest decyzyjny, niewykluczajgocy t od-
porny na manipulacje, to C jest silng dyktaturg.

Wykazemy najpierw nastepujaca stabsza wersje twierdzenia Gibbarda-
Satterthwaite’a pochodzaca z pracy [10]:

TWIERDZENIE 2.2. Niech A bedzie skoriczonym i co najmniej trzyele-
mentowym zbiorem kandydatéw, {1,...,n} bedzie zbiorem wyborcéw i niech
C :V — P(A) bedzie systemem wyborczym. Jezeli system C jest decyzyjny,
odporny na manipulacje i spetnia zasade Pareto, to C jest silng dyktaturg.

Po pierwsze zauwazmy, ze powyzsze twierdzenie jest rzeczywiscie stabsze
od Twierdzenia 2.1, poniewaz przy zalozeniu decyzyjnosci systemu wybor-
czego zasada Pareto implikuje niewykluczalnosé, co teraz udowodnimy.

LEMAT 2.3. Niech A bedzie skonczonym i co najmniej trzyelemento-
wym zbiorem kandydatéw, niech {1,...,n} bedzie zbiorem wyborcéw i niech
C :V — P(A) bedzie systemem wyborczym. Jezeli system C jest decy-
zyjny 1 spetnia zasade Pareto, to kazdy kandydat x € A jest potencjalnym
zwyciezeq dla systemu C'.

DowOD. Zalézmy nie wprost, ze system C nie jest niewykluczajacy,
tj. ze istnieje taki kandydat = € A, ze C(v) # {x} dla kazdego profilu v € V.
Niech w € V bedzie takim profilem, w ktérym dla kazdego i € {1,...,n} idla
wszystkich y € A\ {z} mamy zw;y. Z zasady Pareto wynika, ze dla kazdego
y # x mamy y ¢ C(w). Z zalozenia réwniez x ¢ C(w), a wiec C(w) = @ -
sprzecznosé¢ z decyzyjnoscia systemu C. (]

Po drugie zauwazmy, ze zasada Pareto implikuje réwniez to, iz caly zbiér
wyborcéw {1,...,n} jest zbiorem decyzyjnym.

Dowo6d Twierdzenia 2.2 bedzie wynikal z lematéw, ktore teraz przedsta-
wimy. Zostaly one opracowane na podstawie [10].
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LEMAT 2.4. Niech A bedzie skonczonym i co najmniej trzyelemento-
wym zbiorem kandydatéw, niech {1,...,n} bedzie zbiorem wyborcéw i niech
C:V — P(A) bedzie systemem wyborczym. Jezeli system C' jest decyzyjny
i odporny na manipulacje, to C' spelnia dolng monotonicznosé dla singleto-
now.

DowOD. Zalézmy nie wprost, ze istnieje taki system wyborczy C, ktéry
jest jednoczesnie decyzyjny, odporny na manipulacje i nie spelnia dolnej
monotonicznosci dla singletonéw. Oznacza to, ze istniejg takie profile v i v/,
taki wyborca 7 i tacy dwaj kandydaci x i y, ze:

e profile v i v’ sg i-niezmiennicze;
yv;z 1 nie istnieje takie z € A\ {z,y}, ze yv;zv;z;
y ¢ C(v);
profile v i v’ sa z129-blizniacze dla wszystkich 21,29 € A\ {z,y};
profile v i v’ sa xz-blizniacze dla wszystkich z € A\ {y};
profile v i v’ sa yz-blizniacze dla wszystkich z € A\ {z};
zvjy (nie istnieje takie z € A\ {x,y}, ze zv,zvly);
C(') # C(v).
Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze C(v) = {w}, gdzie w # y, a tak-
ze, ze C'(v') = {v}, gdzie v # w. Zachodzi jeden z nastepujacych trzech
przypadkéw:

(1) vow i vojw.
Profile v i v’ sa i-niezmiennicze, a C(v')v;C(v) - sprzecznosé
z tym, ze system wyborczy C' jest odporny na manipulacje.
(2) wouv i wojv.
Profile v i v’ sa i-niezmiennicze, a C(v)v,C(v") - sprzecznosé
z tym, ze system wyborczy C' jest odporny na manipulacje.
(3) wvv i vvjw albo odwrotnie.
Z wlasnodci profili v i v" musi zachodzié réwnosé {z,y} = {v,w},
a poniewaz w # y, to otrzymujemy, ze w = x i v = y. W takim
razie otrzymujemy, ze mozliwy jest tylko przypadek vvw i wolv,
ale w tym przypadku mamy C(v")v;C(v) - ponownie sprzeczno$é
z tym, ze system C' jest odporny na manipulacje.

Stad otrzymujemy teze. O

LEMAT 2.5. Niech A bedzie skoniczonym i co najmniej trzyelemento-
wym zbiorem kandydatéw, niech {1,...,n} bedzie zbiorem wyborcéw i niech
C :V — P(A) bedzie systemem wyborczym. Zaldzmy, Ze system C' jest
decyzyjny, speinia zasade Pareto i dolng monotonicznosé dla singletonow.
Niech X C {1,...,n} i niech a,b € A, a #b. Aby wykazaé, ze X jest zbiorem
decyzyjnym nad kandydatami a © b, wystarczy wykazac, zZe istnieje taki profil
v €V, dla ktorego:

o dla kazdego i € X mamy av;b,
e dla kazdego j ¢ X mamy bv;a,

e C(v) ={a}.

DowOD. Zalézmy nie wprost, ze istnieje profil v o powyzszych wlasno-
$ciach, ale X nie jest zbiorem decyzyjnym nad kandydatami a i b. Oznacza
to, ze istnieje taki profil w € V, ze dla kazdego ¢ € X mamy aw;b, ale
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C(w) = {b}. Korzystajac z dolnej monotonicznosci dla singletonéw, dosta-
jemy, ze C(w') = {b}, gdzie w’ jest takim profilem, ze:

o w, = w; dla kazdego i € X;

e dla kazdego j ¢ X strategie wé- i wj sa az-blizniacze, bx-bliZniacze
i x1x9-blizniacze dla wszystkich z, x1,z2 € A\ {a,b};

e bw'a dla kazdego j ¢ X.

Zalézmy bez straty ogélnodci, ze #(A \ {a,b}) = m. Zbudujmy nastepujace
ciagi profili (v/)72 1 (w/)7Ly:

o vV =v, w’ =

e dla kazdego j = 1,...,m istnieje dokladnie jeden taki kandydat
c; € A\ {a,b}, ze:

— profile v/ i v/ 71 sa zy-blizniacze dla wszystkich z,y € A\ {c;};

— profile w? i w/~! sq zy-blizniacze dla wszystkich z,y € A\{c;};

] . ] . . . - .
— zv;c; 1 zw;cj dla kazdego = # c; i wszystkich i =1, ..., n;

o {¢c;:j=1,...,m}U{a,b} = A.
Z dolnej monotonicznosci dla singletonéw wynika, ze dla kazdegom =1,...,n
mamy: C(v)) = {a} i C(w?) = {b}. W szczegdlnosci wiec C'(v"™) = {a}
i C(w™) = {b}. Z drugiej strony v™ = w™ - sprzecznos¢. O

LEMAT 2.6. Niech A bedzie skonczonym i co najmniej trzyelemento-
wym zbiorem kandydatéw, niech {1,...,n} bedzie zbiorem wyborcéw i niech
C :V — P(A) bedzie systemem wyborczym. Zaldzimy, zZe system C jest
decyzyiny, speinia zasade Pareto i dolng monotonicznosé dla singletonow.
Niech X C {1,...,n} i niech kandydaci a,b,c € A bedq parami rézini. Zaldz-
my, Ze aXb. NiechY C X 1 Z C X bedg takie, ze Y UZ =X 1Y NZ =0.
Wtedy albo aY c, albo cZb.

DowoOD. Niech v € V' bedzie takim profilem, w ktérym:

zbiér {a, b, c} jest zbiorem faworytéw,
dla kazdego ¢ € Y mamy av;bv;c,
dla kazdego ¢ € Z mamy cv;av;b,
dla kazdego i ¢ X mamy bv;cv;a.

Z poprzedniego lematu wynika, ze wystarczy wykazaé, iz albo C(v) = {a},
albo C'(v) = {c}.

Z zasady Pareto wynika, ze C(v) C {a,b,c}. Ponadto C(v) # {b}, po-
niewaz X jest zbiorem decyzyjnym nad kandydatami a i b i dla kazdego
i € X mamy av;b. W takim razie albo C(v) = {a} i wtedy z poprzedniego
lematu otrzymujemy aY'¢, albo C(v) = {c} i wtedy z poprzedniego lematu
otrzymujemy cZb. O

LEMAT 2.7. Niech A bedzie skonczonym i co najmniej trzyelemento-
wym zbiorem kandydatéw, niech {1,...,n} bedzie zbiorem wyborcow i niech
C :V — P(A) bedzie systemem wyborczym. Zalézmy, zZe system C jest
decyzyjny, spelnia zasade Pareto i dolng monotoniczno$é dla singletondw.
Niech X C {1,...,n} i niech kandydaci a,b,c € A bedqg parami rézni. Wtedy:

(1) z tego, Ze aXb, wynika, zZe aXc;
(2) z tego, Ze aXb, wynika, zZe cXb.
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Dow6D. Dla zadnych dwéch kandydatéw z,y € A nie moze zachodzié
x@y, poniewaz wtedy dla kazdego profilu v € V mielibysmy C(v) # {y} -
sprzecznosé¢ z niewykluczalnoscia systemu C'. W szczegdlnosci wige X # @.

(1) Przyjmijmy ¥ = X i Z = @. Z powyzszej argumentacji wynika,
ze nie moze zachodzié¢ c@b, a wiec na mocy poprzedniego lematu
otrzymujemy aXc.

(2) Przyjmijmy Y = @ i Z = X. Z powyzszej argumentacji wynika,
ze nie moze zachodzi¢ adc, a wiec na mocy poprzedniego lematu
otrzymujemy cXb.

To konczy dowdd. O

LEMAT 2.8. Niech A bedzie skoniczonym i co najmniej trzyelemento-
wym zbiorem kandydatow, niech {1,...,n} bedzie zbiorem wyborcéw i niech
C :V — P(A) bedzie systemem wyborczym. Zaldzmy, Ze system C' jest
decyzyjny, speinia zasade Pareto i dolng monotonicznosé dla singletonow.
Niech X C {1,...,n} bedzie zbiorem decyzyjnym nad kandydatami a i b dla
pewnych dwéch kandydatow a,b € A. Wtedy X jest zbiorem decyzyjnym.

Dowo6D. Wybierzmy dowolnych dwéch kandydatéw x,y € A. Pokaze-
my, ze zbiér X jest zbiorem decyzyjnym nad kandydatami x i y. Zachodzi
jeden z nastepujacych czterech przypadkéw:

(1) y#aiy#b.

7 poprzedniego lematu zastosowanego do kandydatéw a,b,y
otrzymujemy, ze aXy. Jezeli x = a, to mamy xXy. Przyjmijmy
wiec, ze x # a. W takim razie mozemy zastosowaé poprzedni lemat
do kandydatéw a, x,y, skad otrzymujemy, ze zXy.

(2) x#aix#D.

7 poprzedniego lematu zastosowanego do kandydatéow a, b, x
otrzymujemy, ze zXb. Jezeli y = b, to mamy xXy. Przyjmijmy
wiec, ze y # b. W takim razie mozemy zastosowa¢ poprzedni lemat
do kandydatéw b, z,y, skad otrzymujemy, ze zXy.

B) z=aiy=0
Oczywiste, poniewaz aXb.
4) z=biy=a.

Wybierzmy dowolnego kandydata z € A\ {z,y}. Mamy aXb,
czyli yXx. Z poprzedniego lematu zastosowanego trzykrotnie do
kandydatéw x,y,z otrzymujemy najpierw yXz, nastepnie xXz,
a ostatecznie x Xvy.

Teza wynika z dowolnosci z,y € A. (]

LEMAT 2.9. Niech A bedzie skoniczonym i co najmniej trzyelemento-
wym zbiorem kandydatéw, niech {1,...,n} bedzie zbiorem wyborcéw i niech
C :V — P(A) bedzie systemem wyborczym. Zaldzmy, Ze system C' jest
decyzyiny, speinia zasade Pareto i dolng monotonicznosé dla singletonow.
Niech X C {1,...,n} bedzie zbiorem decyzyjnym i niech’Y C X i Z C X be-
dg takie, 2e Y UZ = X 1 YNZ = @. Wtedy albo Y jest zbiorem decyzyjnym,
albo Z jest zbiorem decyzyjnym.

DowOD. Wybierzmy dowolne takie a,b,c € A, ze a # b, b # ¢ oraz
¢ # a. Zbiér X jest zbiorem decyzyjnym, wiec jest w szczegdlnosci zbiorem
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decyzyjnym nad kandydatami a i b, czyli aXb. Na mocy Lematu 2.6 oznacza
to, ze albo Y jest zbiorem decyzyjnym nad kandydatami a i ¢, albo Z jest
zbiorem decyzyjnym nad kandydatami cib. W pierwszym z tych przypadkéw
Y jest zbiorem decyzyjnym na mocy Lematu 2.8, natomiast w drugim Z jest
zbiorem decyzyjnym, rowniez na mocy Lematu 2.8. (]

LEMAT 2.10. Niech A bedzie skoriczonym i co najmniej trzyelemento-
wym zbiorem kandydatéw, niech {1,...,n} bedzie zbiorem wyborcow i niech
C :V — P(A) bedzie systemem wyborczym. Zalézmy, zZe system C jest
decyzyjny, spelnia zasade Pareto i dolng monotoniczno$é dla singletondw.
Jezeli X C {1,...,n} jest zbiorem decyzyjnym, to istnieje taki wyborca i € X,
ze {i} jest zbiorem decyzyjnym.

DowOD. Teza wynika bezposrednio z poprzedniego lematu. O

Powyzsze lematy zamykaja dowdéd Twierdzenia 2.2, poniewaz z zasady
Pareto wynika, ze caly zbiér wyborcéw {1,...,n} jest zbiorem decyzyjnym,
a wiec na mocy powyzszych lematéw istnieje taki wyborca i € {1,...,n}, ze
{i} jest zbiorem decyzyjnym, co w szczeg6lnosci oznacza, ze wyborca ¢ jest
silnym dyktatorem, czyli system wyborczy C jest silna dyktatura.

DowOD TWIERDZENIA 2.1. Wystarczy wykazaé, ze jezeli system wy-
borczy C jest decyzyjny, niewykluczajacy i odporny na manipulacje, to sys-
tem C' spelnia zasade Pareto.

Zalézmy nie wprost, ze system wyborczy C nie spelnia zasady Pareto.
Oznacza to, ze istnieje taki profil v € V i tacy kandydaci z,y € A, ze dla
kazdego wyborcy i € {1,...,n} mamy zv;y, a mimo to C(v) = {y}. System
C jest odporny na manipulacje, wiec na mocy Lematu 2.4 system C' speinia
dolng monotonicznosé dla singletonéw. Oznacza to, ze mozemy bez straty
ogélnosci przyjaé, iz dla wszystkich z € A\ {x,y} mamy yv;z dla kazdego
i=1,...,n. Stad {z} jest zbiorem faworytéw dla profilu v.

Wiemy - poniewaz system wyborczy C' jest niewykluczajacy - ze istnieje
taki profil w € V, ze C(w) = {z}. Zbudujemy teraz ciag profili (Uj)?:()
o nastepujacych wlasnosciach:

o v =u;

e dla kazdego j € {1,...,n} profile v/ i v/~! s3 j-niezmiennicze,
a v? = wj.

Oczywiscie v" = w. Zauwazmy wigc, ze istnieje takie jo € {1?...,71}, ze
C(v?) = {z}. Oznacza to, ze istnieje takie ji < jo, ze C(v/') = {x}
i O(v171) # {}. Zwréémy jednak uwage na to, ze profile v/t i v/1=! réz-
nig si¢ jedynie strategia wyborcy ji i @ =Z"1. Stad wyborca j; zmieniajac
strategie z vﬁ_l = vj, na Uﬁ = wj, zmienialby zwycigzce na swojego jedy-
nego faworyta, czyli zachodzitoby C (vjl)vj-}*lC (v171) - sprzecznoéé z tym,
ze system C jest odporny na manipulacje. O



ROZDZIAL 3

Twierdzenie Duggana-Schwartza

1. Motywacja

Blizsze spojrzenie na zalozenia twierdzenia Gibbarda-Satterthwaite’a
pozwala zauwazy¢, ze sg one bardzo restrykcyjne, w tym znaczeniu, ze nie
spelnia ich wiekszo$¢ powszechnych systeméw wyborczych. W celu wyja-
$nienia przyczyny tego faktu przywotajmy znany Paradoks Condorceta.

PRrzYKEAD 3.1 (Paradoks Condorcetal). Rozpatrujemy profil, w ktérym
mamy trzech kandydatow (A, B i C') oraz trzech wyborcéw (1, 21 3), ktérych
strategie przedstawia ponizsza tabela.

QW
Qb
W Qe

W tym przyktadzie % wyborcéw uwaza, ze A jest lepszy niz B, % sadzi,
ze B jest lepszy niz C, i % stawia C nad A. Jezeli wiec bedziemy rozpatrywadé
systemy wyborcze, ktére sa jednoczesnie anonimowe (tj. takie, w ktérych
wszyscy wyborcy traktowani sg tak samo w tym znaczeniu, ze gdy dowolna
dwdjka sposrod nich wymieni sie glosami, to wynik wyboréw nie ulegnie
zmianie) i neutralne (tzn. traktujace tak samo wszystkich kandydatéw), to
nie jest mozliwe wytonienie jedynego zwyciezcy dla tego profilu.

Aby to zauwazy¢ przyjmijmy bez straty ogélnoéci, ze jedynym zwyciezca
(wybranym w pewnym anonimowym i neutralnym systemie wyborczym)
jest kandydat A. Jezeli teraz wszyscy wyborcy w swoich glosach zamienia
miejscami najpierw kandydatéw A i B, a nastepnie B i C, to otrzymamy
nastepujacy profil:

11213
C|A|B
Al B|C
B|C|A

7 neutralnosci wnioskujemy, ze zwyciezca w tym profilu powinien zostaé
kandydat C'. Zauwazmy jednak, ze ten sam profil mozemy otrzymaé z pier-
wotnego w wyniku zamiany glosami najpierw wyborcéow 1 i 3, a nastepnie

1Jean Antoine Nicolas Caritat markiz de Condorcet (ur. 17 wrzesnia 1743 r. w Ribe-
mont, zm. 29 marca 1794 r. w Bourg-la-Reine) — francuski matematyk, ekonomista, filozof
i polityk. Stynny paradoks zamiescit w swoim dziele Essai sur 'application de l’analyse
a la probabilité des décisions rendues a la pluralité des voix z 1785 roku. Paradoks byt
rowniez niezaleznie odkrywany przez innych autoréw.

22
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2 i 3, a wiec (z anonimowo$ci) zwyciezca powinien pozostaé¢ kandydat A,
czyli zwyciezcéw musi by¢ co najmniej dwoch.

Powyzszy paradoks wykazuje, ze systemy wyborcze bedace jednoczesnie
anonimowe i neutralne nie sg decyzyjne, podczas gdy w rzeczywistosci za-
zwycza] uzywa sie systemow, ktore traktuja rowno zaréwno wszystkich wy-
borcéw jak i ogdt kandydatow. Przyktadowo system wzglednej wiekszosci,
systemy punktowe, metody Hare’a, Coombsa i Copelanda nie wykluczaja
remisow.

Duggan i Schwartz w swojej pracy [2] zauwazaja jednak, ze niedecy-
zyjne systemy wyborcze sa zazwyczaj taczone z mechanizmami stuzacymi
rozwigzaniu ewentualnych remiséw w celu wyznaczenia jedynego zwyciezcy
ze zbioru zwyciezcéw wyltonionego przez system wyborczy. Autorzy zwra-
cajg réwniez uwage na fakt, ze twierdzenie Gibbarda-Satterthwaite’a méwi
niewiele o podatnosci na manipulacje takich procedur. Jezeli mechanizm
rozwiazywania remiséw jest stochastyczny, to Twierdzenia 2.1 w ogdle nie
da sie zastosowaé¢. W przypadku, gdy jest on deterministyczny, musimy roz-
wazy¢, czy jest zalezny od strategii wyborcéw. Jezeli tak, to - o ile remis
obejmuje co najmniej trzech kandydatow - mozemy wnioskowaé¢ o podat-
nosci na manipulacje tego mechanizmu, ale Twierdzenie 2.1 nie daje nam
zadnych informacji na temat systemu wyborczego. Jedynie w sytuacji, gdy
mechanizm rozwiazywania remisoéw jest deterministyczny i niezalezny od
list wyborczych, twierdzenie Gibbarda-Satterthwaite’a pozwala nam wnio-
skowaé¢ o podatnosci na manipulacje systemu wyborczego, poniewaz w tym
przypadku jakakolwiek manipulacja moze si¢ odby¢ jedynie na poziomie sys-
temu, a wiec jezeli procedura podlega manipulacji, to system réwniez.

W dalszej czesci rozdzialu bedziemy zaktadaé istnienie pewnego pro-
cesu rozstrzygajacego remisy, o ktérym nie bedziemy przyjmowaé zadnych
szczegdlnych zalozen. Zwyciezce wylonionego przez ten mechanizm bedzie-
my nazywac¢ ostatecznym zwyciezca.

Do kofica rozdzialu bedziemy réowniez zakladaé, ze w strategiach wy-
borcéw nie wystepuja remisy, tj. ze wszystkie porzadki wyborcze sg silne.
To zalozenie nie jest bardzo ograniczajace, poniewaz wiekszo$¢ uzywanych
na Swiecie systemow wyborczych nie pozwala wyborcom na umiejscowienie
dwoch lub wigkszej liczby kandydatéow na tej samej pozycji listy wyborcze;j.

2. Uogodlnienie poje¢ zwigzanych z manipulacjg

Aby moc przedstawié bardziej ogélne wyniki dla systemdw wyborczych,
ktore nie sa decyzyjne, nalezy najpierw znalez¢ sposéb, ktory pozwoli nam
dla kazdego profilu v = (v1,ve, ...,v,) zbudowaé ciag v = (01,02, ...,0p) €
(L(P(A)))™ o tej wlasnosci, ze dla kazdego ¢ = 1, ...,n porzadek wyborczy
¥; bedziemy mogli uznaé¢ za zgodny w pewien sposob ze strategia v;. W tym
celu zdefiniujemy pewne funkcje.

DEFINICIJA 3.2. Funkcjg uzytecznoS$ci i-tego wyborcy nazywamy do-
wolng funkcje u; : A — R.

Reprezentatywng funkcja uzytecznosci i-tego wyborcy dla profilu
v nazywamy kazda taka funkcje uzytecznosci u;, ze dla wszystkich z,y € A
zachodzi: u;(x) > u;(y) wtedy i tylko wtedy, gdy zv;y.
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PRZYKEAD 3.3. Przypomnijmy sobie jeden z profili, ktére rozpatrywa-
liSmy w Przyktadzie 1.5:

112134
A|B|B|C
B|A|C|B
C|C|A|A

Reprezentatywna funkcja uzytecznosci u; wyborcy 1 dla tego profilu mo-
ze by¢ okre$lona nastepujaco: ui(A) = 1, u1(B) = 0, u1(C) = —1. Dla
wyborcy 2 mozemy zdefiniowaé jego reprezentatywna funkcje uzytecznosci
up na przyklad tak: us(A) = %, ua(B) = 1, ug(C) = 0. Reprezentatywna
funkcja uzytecznosci uz wyborcy 3 moze byé nastepujaca: ug(A) = —10,
uz(B) = 2, uz(C) = —7. Natomiast nastepujaca funkcja uy: ug(A) = 0,
ug(B) = 1, ug(C) = —3 jest funkcja uzytecznosci wyborcy 4, ale nie jest
reprezentatywna.

DEFINICIJA 3.4. Funkcjg prawdopodobienstw i-tego wyborcy na-
zywamy dowolna? funkcje p; : (V,P(A),A) > (v, X,r) — pi(v, X,z) €
[0, 1].

Funkcja prawdopodobienstw i-tego wyborcy moze by¢ interpretowana
jako przyporzadkowanie dowolnej tréjce (v, X, x) prawdopodobiefistwa, z ja-
kim, zdaniem i-tego wyborcy, kandydat x zostanie wybrany ostatecznym
zwyciezca w profilu v, w ktérym zbiorem zwyciezcow jest X.

Oczywiscie p;(v, {z},z) = 1.

PrRzZYKEAD 3.5. Funkcja prawdopodobienstw wyborcy 1 z poprzedniego
przykladu moze przyjmowaé nastepujace wartosci dla rozpatrywanego tam
profilu v: pi(v, {4, B}, A) = &, pi(v,{A, B}, B) = §, p1(v,{A,C}, A) = %,
(v, {A,C},C) = %. Oznacza to, ze wyborca 1 uwaza, ze jezeli w profilu
v dojdzie do remisu pomiedzy kandydatami A i B, to beda oni mieli réwne
szanse na zostanie ostatecznym zwyciezca, jednakze jezeli dojdzie do remisu
pomiedzy kandydatami A i C, to C bedzie mial czterokrotnie wieksze szanse
od A na ostateczne zwyciestwo.

UwAcGA 3.6. Nie zaktadamy, ze dla wszystkich ¢,7 = 1,...,n mamy
pi(v, X, x) = p;j(v, X, z) dla kazdej tréjki (v, X, z) € (V,P(A), A), poniewaz
funkcje prawdopodobienstw wyborcéw wyrazaja jedynie ich przewidywania
na temat sposobu, w jaki remisy zostang rozstrzygniete.

DEFINICIA 3.7. Oczekiwang uzytecznoscia i-tego wyborcy zbioru
X w profilu v z funkcja prawdopodobienstw p; nazywamy wartosé

ﬁf(X) = ZzeX pi(”? X, x)ul(w)
Oczekiwana uzytecznosé i-tego wyborcy w profilu v to funkcja
a): P(A) > X - u)(X)eR.

Na zbiorze R mamy naturalny liniowy porzadek, wiec oczekiwana uzy-
tecznoséé i-tego wyborcy indukuje porzadek wyborczy v; na zbiorze P(A)
w ten sposéb, ze X0;Y wtedy i tylko wtedy, gdy @?(X) > @f(Y) dla do-
wolnych XY C A. Dla kazdego i = 1, ...,n porzadek ten mozemy uznaé za
zgodny ze strategia v;.

2Patrz jednak Definicja 3.8.
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Wprowadzenie powyzszego porzadku wyborczego pozwala nam w natu-
ralny sposéb uogdlni¢ pojecie manipulacji na niedecyzyjne systemy wybor-
cze.

DEFINICJA 3.8. Niech p; (i = 1, ...,n) bedzie dowolna taka funkcja praw-
dopodobienistw i-tego wyborcy, ktéra dla kazdego x € A i dla wszystkich
X C A spelnia wlasnosci:

b ZmeApi(vavx) = ]-a

° pi(’U,X,gvi|X) > 0,

° pi(’U,X,gUi ) >0,

e pi(v,X,2) :XO dla wszystkich z ¢ X.
Efektywny system wyborczy C nazywamy podatnym na manipulacje,
jezeli istnieja: wyborca 4, i-niezmienniki v i v" oraz reprezentatywna funkcja
uzytecznosci i-tego wyborcy u, ktore spelniajg nastepujacy warunek:

i (C(v) > ui (C(v)).

(2

Powyzsza definicja koresponduje z definicja podatnosci na manipulacje
decyzyjnych systeméw wyborczych, poniewaz warunek @? (C(v')) > a?(C(v))
oznacza, ze C(v')0;C(v), a wiec efektywny system wyborczy jest podatny
na manipulacje, gdy istnieje wyborca, ktéry poprzez zmiane swojego glosu
wywoluje zmiane zbioru zwyciezcéw na lepszy w porzadku v;, tj. na taki,
ktéry jest lepszy w sensie porzadku jego strategii. Oczywiscie w przypadku,
gdy system wyborczy wylania pojedynczego zwyciezce, powyzsza definicja
pokrywa sie z Definicja 1.23.

Zalozenia p;(v, X,7"'x) > 0 i p;(v, X, gvv| ) > 0 oznaczaja, ze kazdy

X
wyborca zaktada, iz najlepszy i najgorszy - wg porzadku na jego liScie wy-

borczej - kandydat z X maja obaj niezerowe szanse na zostanie wybranym
ostatecznym zwyciezca.

DEeFINICJA 3.9. Niech p; bedzie taka jak w Definicji 3.8 funkcja prawdo-
podobienstw i-tego wyborcy dla i = 1,...,n. System wyborczy C' nazywamy
odpornym na manipulacje, jezeli dla zadnego wyborcy i € {1,...,n} oraz
zadnych ¢-niezmiennikéw v i v’ nie istnieje taka reprezentatywna funkcja
uzytecznodci i-tego wyborcy u, dla ktérej a} (C(v')) > a¥(C(v)).

3. Pierwsze twierdzenie Duggana-Schwartza

Pierwsze twierdzenie Duggana-Schwartza zostalo opublikowane w pracy
[2] z 1992 r.

TWIERDZENIE 3.10 (PIERWSZE TWIERDZENIE DUGGANA-SCHWARTZA).
Niech A bedzie zbiorem kandydatow, a {1,...,n} zbiorem wyborcéw. Niech
C:V — P(A) bedzie systemem wyborczym, a p; : (V,P(A),A) — [0,1]
bedg funkcjami prawdopodobienstw i-tego wyborcy dla i = 1,...,n. Nastepu-
jace sze$é warunkow nie moze byc jednoczesnie spelnionych:

F3A: Zbior A jest skoriczony i co najmniej trzyelementowy.

CH: System wyborczy C jest efektywny.

PROB: Dlia kazdego i = 1,...,n oraz dla dowolnych v e V, X C A
1z € A funkcja prawdopodobieristw i-tego wyborcy spelnia nastepu-
jace warunki:
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ZzeApi(vaam) = 1;
pi(va,?vi X) > 0;
pi(v, X,y ) >0,
x

o pi(v,X,2) =0 dla wszystkich z ¢ X.
CiSov: System C jest niewykluczajgcy.
- D: W C nie istnieje staby dyktator.
- S: System C' jest odporny na manipulacje.’

Powyzsze twierdzenie mozna uznaé za bezposrednie uogdlnienie Twier-
dzenia 2.1 na systemy niedecyzyjne.
Rozpatrzmy nastepujacy warunek:

MOP: System C jest odporny na manipulacje zaréwno przez opty-
miste jak i pesymiste.?

LEMAT 3.11. Niech A bedzie zbiorem kandydatéow, a {1,...,n} zbiorem
wyborcow. Niech C :' V. — P(A) bedzie systemem wyborczym i niech dla
dowolnego i = 1,...,n funkcja p; : (V,P(A),A) — [0,1] bedzie funkcjq
prawdopodobienstw i-tego wyborcy. Jezeli p; spetnia warunek PROB dla
kazdego i = 1,...,n, to warunki - S i MOP sq rownowazne.

DowOD. Przyjmijmy, ze system wyborczy C i funkcje prawdopodo-
bienstw p; (i = 1,...,n) spelniaja warunki = S i PROB.

Zalézmy nie wprost, ze system C' jest podatny na manipulacje przez
pesymistycznego i-tego wyborce dla pewnego ¢ = 1, ...,n. Oznacza to, ze ist-
nieja: profil v = (v1, ..., Vi1, Vi, Vit1, ..., V) Oraz rézna od v; strategia v}, dla
ktérych istnieje takie x € C(v), ze dla wszystkich y € C(v) zachodzi yv;z,
gdzie v = (v1,...,vi—1,V}, Vi1, ..., 0n). W szczegdlnodci y’ viyv| .

cw o)

). Z warunku PROB wiemy, ze p > 0. Niech
C(v)

u bedzie dowolng reprezentatywna funkcja uzytecznoéci i-tego wyborcy dla

profilu v. Zachodza nastepujace nieréwnoéci:

i

Niech p := pi(v,C(v),y,

7

W) >l >l ).
low!) Hrelth)
Dla pewnych u zachodzi wiec u(yf’v ) > puly, )+ (1—p)u(g®i). Skoro
o) “Yilow)
u(y' < u(x) dla kazdego x € C(v'), to ¥ (C(v")) > u(y’ , czyli
W, ) < w0 € CO/). 10 T (CWH) >y, ), cay

3Pochodzenie skrétéw:
F3A: F pochodzi od finite (ang. skorficzony), a 3 od minimalnej mocy zbioru A;
CH: od angielskiego pojecia choice set oznaczajacego zbidr zwyciezcow;
PROB: od probability (ang. prawdopodobieristwo);
CiSov: od angielskiego pojecia citizens’ sovereignty, ktérym Duggan i Schwartz
okreslaja niewykluczalnosé;
- D: od dictator (ang. dyktator);

e — S: od angielskiego pojecia strategy freedom okreslajacego odpornosé na gtosowanie

strategiczne.

4Pochodzenie skrétu:
e MOP: M pochodzi od manipulation (ang. manipulacja), O od optimist (ang. opty-
mista), a P od pessimist (ang. pesymista).
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ay (C(v')) > puly

)+ (1 = plu(y™).

C(v)

7
Jednoczesdnie jest oczywiste, ze

H(CW)) < puly,

K3

u )+ (1= p)u(@™).

C(v)

Otrzymali$my wiec nieréwnosé @l (C(v')) > af(C(v)) - sprzecznosé z zalo-
zeniem, ze C' spelnia — S.

Teraz zalézmy nie wprost, ze system wyborczy C jest podatny na ma-
nipulacje przez optymistycznego i-tego wyborce (i € {1,...,n}). To oznacza,
ze istnieja: profil v = (v1,...,v;—1, Vi, Vit1, ..., Uy) Oraz rézna od v; strategia
v}, dla ktérych istnieje takie x € C(v'), ze dla wszystkich y € C(v) za-
chodzi zv;y, gdzie v/ := (v, ..., 0i—1,0},Vit1, ..., vn). W szczegblnosci zatem

7/1)1.

Yy C<U’>viyvi’0(v>. Niech p := p;(v, C(v’),?ﬂilcw’)). Z warunku PROB wie-
my, ze p > 0. Niech u bedzie dowolng reprezentatywna funkcja uzytecznosci
i-tego wyborcy dla profilu v. Zachodza nastepujace nieréwnoéci:

cw) > u(g*lew) > u(y, )

s
u(y’ Y,

Dla pewnych u zachodzi wigc u@vi|0(”>) < pu(y"1ee)+(1—p)u(y ). Skoro

Zv;

u(yvi c®)) > u(z) dla kazdego x € C(v), to u¥(C(v)) < u(yvi|0(1)>), czyli

7/1)7:

u; (C(v)) <pu(y” ") + (1 = plu(y, )-

V4

Jednoczesdnie jest oczywiste, ze

7/1}1.

af (C(v') = puly” o) + (1 = p)u(y, )-

Z;

Otrzymali$my wiec nieréwnosé @l (C(v')) > @l (C(v)) - sprzeczno$é z zalo-
zeniem, ze C' spelnia — S.

W celu pokazania, ze z MOP wynika — S, zal6zmy nie wprost, ze system
wyborczy C' nie spelnia warunku — S. Zdefiniujmy dla kazdego i € {1,...,n}
funkcje prawdopodobienstw p; nastepujaco:

L4 ﬁi(vvc(v)agw|c(v)) :ﬁi(’l),C(U),gv.| ) = %;
o)

@) = pi(v,C(V"),y

v,

pi(v, C(W"), 7"

C(v')

(0, C(0),2) = 0 dlaz £ 7" lew o £y

K3

)
C(v)

)
C(v')

pi(v, X, z) = pi(v,X,z)dla X ¢ {C(v),C(v)} (dlakazdegov € V).
Funkcja p; spelnia warunek PROB. Z zalozenia, ze C nie speklia wa-
runku — S, otrzymujemy, ze istnieja: ¢ € {1,...,n}, i-niezmienniki v i v
oraz reprezentatywna funkcja uzytecznosci i-tego wyborcy u, dla ktérych
a? (C(v")) > u¥(C(v)). Z drugiej strony mamy

1

pi(v,C(v),2) =0 dla x # yv"|0(u/>7x £y

=
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3 (i @)+ uity

=

|
e
—~
Q
—~
4
\;
SN—
Il

)

),

C(v)

C(v')
_ui

A (C(0) = 3 (@) + wily,

k3

a poniewaz system C' jest odporny na manipulacje przez optymiste i pesy-

miste, to ui(yviycw) > ui(yvi|0(v’)) i ul(gv| ) > “i(gv.| , ) - sprzecznosé
low) tlew!)

2 tym, ze @ (C(v)) > @ (C(v)). O

7 powyzszego lematu wynika, ze Twierdzenie 3.10 mozna réwnowaznie
sformulowaé w nastepujacy sposéb:

TWIERDZENIE 3.12. Niech A bedzie zbiorem kandydatéow, a {1,...,n}
zbiorem wyborcow. Niech C 1V — P(A) bedzie systemem wyborczym. Na-
stepujgce pie¢ warunkow nie moze byc jednoczeénie speinionych:

F3A: Zbior A jest skoriczony i co najmniej trzyelementowy.

CH: System wyborczy C jest efektywny.

CiSov: System wyborczy C jest niewykluczajgcy.

- D: W C nie istnieje staby dyktator.

MOP: System C' jest odporny na manipulacje zaréwno przez optymi-
ste jak i pesymiste.”

W powyzszym twierdzeniu nie korzystamy ze zbudowanego w poprzed-
nim podrozdziale porzadku na zbiorze (L(P(A)))", jednak wykorzystanie
pojeé¢ manipulacji przez optymistycznego i-tego wyborce i manipulacji przez
pesymistycznego i-tego wyborce réwniez pozwala wprowadzi¢ pewne dwa
porzadki w zbiorze P(A). Pierwszy z nich, ktéry nazwiemy porzadkiem opty-
mistycznym v; (¢ = 1, ...,n), mozemy zdefiniowaé¢ nastepujaco: Xv;Y wtedy

—U

1 tylko wtedy, gdy (f”i|X)vi(y ‘Iy) dla dowolnych X,Y C A. Drugi porza-

dek - nazwiemy go pesymistycznym v; - zdefiniujemy w ten sposob, ze dla

dowolnych XY C A mamy X9;Y wtedy i tylko wtedy, gdy (gv| v (gﬂ 1)
b'e

il
Uzywajac tej terminologii mozemy powiedzieé, ze system wyborczy jest

odporny na manipulacje przez optymistéw i pesymistow, jezeli dla zadnego
wyborcy i oraz zadnych i-niezmiennikéw v i v’ nie zachodzi ani C'(v")9;C(v),
ani C'(v")9;C(v). W takim razie Twierdzenie 3.12 mozemy réwnowaznie sfor-
mutowaé nastepujaco:

TWIERDZENIE 3.13. Niech A bedzie skonczonym i co najmniej trzyele-
mentowym zbiorem kandydatow, z ktorych kaZdy jest potencjalnym zwyciez-
cq, a {1,...,n} bedzie zbiorem wyborcow. Wtedy w kazdym takim efektywnym

5Ta wersja pierwszego twierdzenia Duggana-Schwartza zostala opublikowana przez
Taylora w jego pracy [11] z 2002 roku w nastepujacej formie:

TWIERDZENIE. Niech A bedzie skoniczonym i co najmniej trzyelementowym zbiorem
kandydatéw, {1, ...,n} zbiorem wyborcéw i niech C' : V. — P(A) bedzie systemem wybor-
czym. Zaktadamy, ze C jest efektywny. Jezeli ponadto C jest niewykluczajacy i odporny
na manipulacje zaréwno przez optymiste jak i pesymiste, to dla systemu C istnieje przy-
najmniej jeden staby dyktator.
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systemie wyborczym C, Ze dla Zadnego wyborey i € {1,...,n} oraz dla Zad-
nych i-niezmiennikéw v i v' nie zachodzi ani C(v")4;C(v), ani C(v")0;C(v),
istnieje przynajmnie) jeden staby dyktator.

Przedstawimy teraz dowdd pierwszego twierdzenia Duggana-Schwartza
pochodzacy z pracy [2]. Do tego celu beda nam potrzebne nastepujace cztery
lematy:

LEMAT 3.14. Niech A bedzie zbiorem kandydatow, {1,...,n} zbiorem wy-
borcow 1 niech P : V 2 v — P bedzie dowolng funkcjg przyporzqgdkowujgcg
profilom z V' dwuargumentowe relacje na zbiorze A. Nastepujgce sze$é wa-
runkéw nie moze byc jednoczesnie spetnionych:

3A: Zbior A jest co najmniej trzyelementowy.

SoPREF: Funkcja ‘B jest relacjg preferencji spolecznych (tj. wszyst-
kie przyporzadkowywane relacje sq przeciwsymetryczne).

ITA: Funkcja B jest niezalezna od nieistotnych alternatyw.

PARETO: Funkcja B spetnia zasade Pareto.

= B: Funkcja B jest niewetowalna.

TRANS: Funkcja B posiada wlasnosé przechodniosci.’

Powyzszy lemat pozostawiamy bez dowodu. Jego dowdéd mozna znalezé
miedzy innymi w pracy [6] autorstwa Andreu Mas-Colella i Hugo Sonnen-
scheina.

LEMAT 3.15. Niech A bedzie zbiorem kandydatow, a {1,...,n} zbiorem
wyborcow. Niech C : V. — P(A) bedzie systemem wyborczym i niech funkcje
pi: (V,P(A),A) — [0, 1] bedq funkcjami prawdopodobienistw i-tego wyborcy
dla 1 = 1,...,n. Zakladamy, Ze funkcje p; spetniajg warunek PROB dla
kazdego i € {1,...,n}, a system C spelnia warunek — S. Wtedy dla kazdego
i € {1,....,n}, dla kazdego © € A i dla wszystkich i-niezmiennikéw v i v’
z tego, ze x € C(v) wynika, Ze:

(1) x € C(V') lub istnieje takie y € C(V'), Ze zvy;
(2) x € C(V') lub istnieje takie y € C(V'), zZe yvjx.

DowOD. Zalézmy nie wprost, ze (1) nie zachodzi. To oznacza, ze

/
v,

vy

—V.
C(v') v

C(v)

Zwr6émy jednak uwage, ze - na mocy Lematu 3.11 - system wyborczy C
jest odporny na manipulacje przez pesymiste, czyli

/
vy
cwy U

Y

v,

C(v')

6Pochodzenie skrétéw:

e 3A: 3 pochodzi od minimalnej mocy zbioru A;

e SoPREF: od angielskiego pojecia social preference relation oznaczajacego relacje
preferencji spotecznych;

e ITA: od angielskiego pojecia independence of irrelevant alternatives oznaczajacego
niezaleznos¢ od niezwigzanych alternatyw;

e PARETO: od angielskiego pojecia Pareto condition oznaczajacego zasade Pareto;

e — B: od angielskiego pojecia nonblocker, ktérym Duggan i Schwartz okreslaja nie-
wetowalnosé;

e TRANS: od transitive (ang. przechodni).
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Mamy wiec

/

Y

/
(%
i iy

vy v
cwy

v,

C () C’)

- sprzecznosé. Stad otrzymujemy (1).
Teraz zalézmy nie wprost, ze (2) nie zachodzi. To z kolei oznacza, ze

1)’.| —fn’.’
e I 17 e (!
z "z (CON

System wyborczy C' jest - ponownie na mocy Lematu 3.11 - odporny na
manipulacje przez optymiste, co oznacza, ze

—! V!
2! ’|C<”')U§E ’|C<v>.
Otrzymalismy wiec, ze

’ o ’
Zvi|c(v)nglvi|c(v/)vézvi Ccv)

- sprzecznosé. Stad otrzymujemy (2). O

LEMAT 3.16. Niech A bedzie zbiorem kandydatéow, a {1,...,n} zbiorem
wyborcow. Niech C : V. — P(A) bedzie systemem wyborczym i niech funkcje
pi: (V,P(A),A) — [0, 1] beda funkcjami prawdopodobienstw i-tego wyborcy
dla 1 = 1,...,n. Zaktadamy, Ze funkcje p; spelniajg warunek PROB dla
kazdego i € {1,...,n}, a system C spelnia warunki CH i = S. Wybierzmy
dowolnego kandydata x € A i dowolny profil v € V, takie, ze C(v) = {z}.
Niech v' € V bedzie takim profilem, ze dla kazdego i € {1,...,n} i dla kazdego
y € A z tego, ze yvix, wynika, ze yv;xz. Wtedy C(v') = {z}.

Dowo6p. Zbudujmy ciag profili (v¥)™, o nastepujacych wlasnoéciach:

o 0 =u;

e profile v* i v'~! g3 i-niezmiennicze dla kazdego i = 1, ..., n;
e v! = v/ dla kazdego i = 1, ..., n.
Oczywiscie v" = v'.

Zauwazmy teraz, ze wystarczy wykazaé, iz teza zachodzi dla dowolnych
i-niezmienniczych profili w i w’ o tej wlasnosci, ze C'(w) = {x} dla pewnego
x € Aidlakazdego y € A z tego, ze ywix, wynika, ze yw;z (dla kazdego
i € {1,...,n}). Bedzie to bowiem oznaczalo, ze C(v') = {x}, a stad - na
mocy zasady indukeji matematycznej - C'(v') = {2} dla kazdego i = 1, ...,n,
czyli w szezegdlnodei otrzymamy, ze C(v') = {x}.

Wybierzmy wiec dowolne i € {1,...,n} i takiez profile w i w’. Zalézmy
najpierw nie wprost, ze istnieje takie z € C(w'), ze zw;z. Wtedy z Lematu
3.15 otrzymujemy, ze z € C(w) lub istnieje takie 2/ € C(w), ze 2'w;z -
niemozliwe, bo C(w) = {z}. Teraz zalézmy nie wprost, ze istnieje takie
z € C(w'), ze zw;z. Z zalozenia oznacza to, ze réwniez zw,z. Ponownie
korzystamy z Lematu 3.15 i otrzymujemy z niego, ze z € C(w) lub istnieje
takie 2’ € C(w), ze zw}z’ - to réwniez jest niemozliwe, poniewaz C(w) = {x}.
Stad wiemy, ze y ¢ C(w') dla zadnego kandydata y # x. Z efektywnosci
systemu C' otrzymujemy wiec, ze C(w') = {x}. O
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LEMAT 3.17. Niech A bedzie zbiorem kandydatéow, a {1,...,n} zbiorem
wyborcow. Niech C : V. — P(A) bedzie systemem wyborczym i niech funkcje
pi: (V,P(A), A) — [0, 1] beda funkcjami prawdopodobienstw i-tego wyborey
dla 1 = 1,...,n. Zakladamy, Ze funkcje p; spelniajg warunek PROB dla
kazdego i € {1,...,n}, a system C spelnia warunki CH, CiSov i— S. Jezeli
X C A jest zbiorem faworytéw dla pewnego profiluv € V, to @ # C(v) C X.

DowOp. Z efektywnosci systemu C' wiemy, ze & # C(v) C A. Wy-
bierzmy dowolne z € X. Niech v® bedzie takim profilem, w ktérym {z}
jest zbiorem faworytéw. Kazdy kandydat jest potencjalnym zwyciezca dla
systemu C, wiec istnieje profil v/, dla ktérego C(v') = {z}. Z Lematu 3.16
otrzymujemy wiec, ze C'(v®) = {z}. Zbudujmy ciag profili (v*)?, o naste-
pujacych wtasnosciach:

o ) =y

e profile v’ i v*~! g3 i-niezmiennicze dla kazdego i = 1, ..., n;
o v; =07 dla kazdego i =1, ..., n.

Oczywiécie v = v*. Profile v* i v*~! s i-niezmiennicze dla dowolnego
i € {1,...,n}. Z Lematu 3.15 dostajemy wiec, ze dla kazdego i = 1,...,n
zachodzi nastepujaca implikacja:

z tego, ze y € C'(v) (dla dowolnego y € A), wynika,
() ze y € C'(v") lub istnieje takie z € C'(v"), ze yv;z.
Zauwazmy, ze dla kazdego i € {1,...,n}, dla kazdego 2/ € X i dla
wszystkich 3/ ¢ X zachodzi x'v;y’, poniewaz X jest zbiorem faworytéw dla
profilu v. Stad i z (x) wynika, ze gdyby C(v) N (A \ X) # &, to réwniez
Cw*)N(A\ X) # @ - niemozliwe, poniewaz C(v*) = {z}, gdzie z € X.
Stad otrzymujemy, ze C'(v) N (A\ X) = @, czyli (z efektywnosci systemu C')
mamy C(v) C X. O

DowOD TWIERDZENIA 3.10. Zalézmy nie wprost, ze wszystkie szes$¢ wa-
runkéw (tj. F3A, CH, PROB, CiSov, = D i = S) jest jednoczesnie spel-
nionych. Zdefiniujmy funkcje R : V 5 v — RY nastepujaco:
dla dowolnych kandydatéw x,y € A i dla dowolnego profilu v € V' mamy
xRy wtedy i tylko wtedy, gdy = # y 1 C(v') = {2z} dla kazdego profilu
v’ spelniajacego nastepujace wlasnosci:

profile v i v’ sg xy-blizniacze,
) {x,y} jest zbiorem faworytéw dla profilu v'.
Zauwazmy, ze warunek F3A jest mocniejszy od warunku 3A, wiec z zatoze-
nia 3A jest spelniony. Wykazemy, ze zdefiniowana powyzej funkcja R spetnia
warunki SOPREF, ITA, PARETO, - B i TRANS, co jest niemozliwe
na mocy Lematu 3.14.

Latwo widaé, ze funkcja R spetnia warunek SOPREF. Wezmy bowiem
dowolne takie z,y € Aiv € V, dla ktérych xR"y. Z definicji funkcji R ozna-
cza to, ze x # y i C(v') = {x} dla kazdego profilu v" o wlasno$ciach (x). Stad
dla kazdego takiego profilu v" mamy C(v") # {y}, czyli - yRz, a wiec rela-
cja RY jest przeciwsymetryczna. Z dowolnosci profilu v otrzymujemy wiec,
ze zdefiniowana przez nas funkcja R jest relacjg preferencji spotecznych.
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Roéwnie tatwo wykazemy, ze funkcja R spetnia warunek ITA. Wybierzmy
dowolne takie v1 € V i z,y € A, dla ktérych zR"'y. WeZmy dowolny profil
vo € V xy-blizniaczy z vi. To, ze xRy, jest réwnowazne temu, ze x # y
i C(v") = {z} dla kazdego takiego profilu v/, dla ktérego zbiorem faworytéw
jest {z,y} 1 ktéry jest xy-blizniaczy z vi. Oczywiscie zy-bliZniaczosé jest
przechodnia, w zwigzku z czym kazdy taki profil v’ jest réwniez xy-bliZniaczy
z vg, a stad TR"?y.

Teraz wykazemy, ze funkcja R spelnia warunek PARETO. Niech v € V'
bedzie takim profilem, w ktérym dla kazdego i € {1,...,n} mamy zv;y dla
pewnych kandydatéw z,y € A. Stad oczywidcie x # y. Aby udowodnié, ze
xRy, musimy wykazaé, ze C(v') = {x} dla kazdego profilu v' o wlasno$ciach
(%). Z (%) 1z tego, ze xzv;y dla kazdego i = 1, ..., n, otrzymujemy, ze {x} jest
zbiorem faworytéw dla kazdego takiego profilu v'. Na mocy Lematu 3.17
oznacza to, ze @ # C(v') C {z}, czyli C(v') = {z} dla kazdego profilu v
o wlasnosciach (x), co z kolei oznacza, ze xR"y.

W dalszej czesci dowodu bedziemy wykorzystywacé nastepujaca wlasnosé
funkcji fR:

dla dowolnego profilu v € V' i dla dowolnych dwéch kandydatéw
x iy z tego, ze C(v) = {z}, wynika, ze zR"y.

Funkcja R posiada wlasnosé (#), poniewaz z tego, ze C'(v) = {z}, na mocy
Lematu 3.16 wynika, ze C'(v') = {2} dla kazdego profilu v' € V posiadaja-
cego wlasnosé ().

Wykazanie, ze funkcja R spelnia warunek — B, bedzie od nas wymagato
nieco wiecej pracy. Zalézmy nie wprost, ze istnieje takie i € {1,...,n}, ze dla
kazdego v € V' i dla wszystkich x,y € A z tego, ze xv;y podczas gdy yv;x
dla kazdego j # i, wynika, ze - yR’x. Naszym celem bedzie wykazanie, ze
wynika stad, iz wyborca 7 jest stabym dyktatorem dla systemu wyborczego
C, co da nam sprzecznos¢ z tym, ze system C' spelnia warunek — D.

W tym celu zatézmy nie wprost, ze istnieje taki profil v € V., w ktérym
zvy dla pewnego x € A i wszystkich y # x, ale © ¢ C(v). Bez straty ogdl-
nosci przyjmijmy, ze kandydat y # x jest na drugim miejscu listy wyborczej
v, tj. ze xzvyy 1 dla kazdego z € A\ {z,y} mamy yv;z. Zdefiniujmy profil
v’ € V w nastepujacy sposob:

o Ul =y

e profile v;- i v; sa z12o-blizniacze dla wszystkich 21,20 € A\ {z,y}
i dla wszystkich j € {1,...,n} \ {i};

. yv;-z dla kazdego z # y i dla wszystkich j € {1,...,n} \ {i};

e 2vix dla kazdego z # x i dla wszystkich j € {1,...,n} \ {i}.

Aby wykazaé, ze x ¢ C(v'), zbudujmy nastepujacy ciag profili (v¥)?_q:

o 00 =y ‘
e profile v/ i v/~ sg j-niezmiennicze, a ’U? = ’U} dla wszystkich
je{l,..,n}.

Oczywiscie v™ = v'. Zalézmy, ze istnieje takie jy € {1, oM}, Ze T € C(Ujo).
Oznacza to, ze istnieje takie j1 < jo, j1 # i, ze x € C(v/1) i x ¢ C(v171).
J1 !

Zauwazmy jednak, ze profile v/ i v/171 s3 ji-niezmiennicze i x = T =z
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Na mocy Lematu 3.15 oznacza to, ze * € C(v/17!) - sprzecznoéé z zato-
zeniem. To z kolei oznacza, ze x ¢ C(v’) dla zadnego j = 1,...,n, czyli
w szezegolnosci z ¢ C(v'). Teraz zdefiniujmy profil v¥ nastepujaco:

e profile v/ 1 v¥ sg i-niezmiennicze;

e strategie v/ 1 v} sa z129-blizniacze dla wszystkich z1, 20 € A\ {z, y};

o yvlu;

e zv!z dla kazdego z € A\ {z,y}.
Na mocy Lematu 3.15 z tego, ze istnieje takie z € C(v'), ze yv}z, wynika, ze
z € C(vY) lub istnieje takie 2/ € C(vY), ze zv,z'. Z drugiej strony {y} jest
zbiorem faworytéw dla profilu v¥, wigc na mocy Lematu 3.17 C'(v¥) = {y},
a w profilu v¥ mamy yv}zv!z’ - sprzeczno$é. Stad zaden taki kandydat z,
ze yv)z, nie moze naleze¢ do C(v'). Stad C(v') C {z,y}, czyli C(v') = {y}.
Z wlasnosci (#) otrzymujemy wiec, ze YRz - sprzeczno$é z zalozeniem,
ze funkcja R nie jest niewetowalna. Stad = € C(v), czyli wyborca i jest
stabym dyktatorem dla systemu C, co jest sprzecznie z zalozeniem — D.
Stad dostajemy, ze funkcja R spelnia warunek — B.

Pozostaje wykaza¢, ze funkcja R spelnia warunek TRANS. W tym
celu wybierzmy dowolny taki profil v € V i dowolnych takich kandydatéw
x,y,z € A, dla ktérych xRyR"z. Z warunku SoPREF oznacza to, ze
T #yY,y# z1iz#x. Aby wykazaé, ze Rz, zbudujemy nastepujacy profil
v ev:

e profile v i v’ s z129-blizniacze dla wszystkich 21,20 € A\ {z,y, z};
e strategie v] i v; sa xy-bliZniacze, yz-blizniacze i zz-blizniacze dla
kazdego i =1, ..., mn;
e dla kazdego i = 1,...,n i dla wszystkich a € A\ {z,y, 2} mamy
zvla, yula i zvja.
Zauwazmy, ze zbiorem faworytéw dla profilu v’ jest {x,y,z}, a ponadto
profile v i v’ sa zy-blizniacze, yz-blizniacze i xz-bliZzniacze. Na mocy warunku
ITA oznacza to, ze :U%”/yiﬁvlz, a takze, ze wystarczy wykazaé, iz 2R 2.

Z Lematu 3.17 otrzymujemy, ze C(v') C {z,y, z}. Wykazemy teraz, ze
y ¢ C)izé¢CW), co- z efektywnosci systemu wyborczego C' - bedzie
oznaczaé, ze C(v') = {z}.

Najpierw zalézmy nie wprost, ze y € C'(v'). Zbudujmy nastepujacy profil
v evV:
profile v" i v’ sa 21 z9-bliZniacze dla wszystkich 21, 20 € A\ {z,y, z};
zbiér {z,y} jest zbiorem faworytéw dla profilu v”;
zvl'a dla kazdego i € {1,...,n} i dla wszystkich a € A\ {z,y,z};
profile v” i v’ sg xy-blizniacze.

Teraz zbudujmy ciag profili (v!)", o nastepujacych wlasnosciach:

e 0 = 'U/; '
e profile v/ i v/~! sy j-niezmiennicze, a vi = v dla wszystkich
je{l,..,n}.

Oczywiscie v = v”. Wykazemy, ze dla kazdego i € {1,...,n} z tego, ze
y € C(v'™ 1), wynika, ze y € C(v'). Gdy v/ = v/, to implikacja jest oczywista.
Zalézmy wiec, ze v] # v}. Oznacza to, ze zvjz lub zvly. Stad kandydat y jest
albo na pierwszym miejscu listy wyborczej v/, albo na trzecim (po z i z)
miejscu listy wyborczej v]. Jezeli y = yvg’7 to implikacja wynika bezposrednio
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z Lematu 3.15. Jezeli natomiast kandydat y jest na trzecim miejscu listy
wyborczej v}, to na mocy Lematu 3.15 z tego, ze y € C(vi™1), wynika, ze
y € C(v") lub istnieje takie a € C(v'), ze yvia. Zwréémy jednak uwage na
to, ze dla kazdego i = 1,...,n zbiér faworytéw dla profilu v* zawiera sie
w zbiorze {x,y, 2}, a wiec - na mocy Lematu 3.17 - y € C(v*). Wykazaliémy
wiec, ze dla kazdego i = 1,...,n z tego, ze y € C(vi™!), wynika, ze y € C(v?).
Poniewaz y € C(v'), oznacza to, ze y € C(v') dla kazdego i = 1,...,n,
czyli w szczegdlnosci y € C(v”). Oznacza to, ze C(v") # {x} - sprzecznosé
z definicja funkeji R, poniewaz 2Ry, profile v’ i v” sa zy-blizniacze, a {z, y}
jest zbiorem faworytéw dla profilu v”. Stad otrzymujemy, ze y ¢ C(v').

W ten sam sposob wykazemy, ze z ¢ C(v'). Zalézmy nie wprost, ze
z € C(v"). Zbudujmy nastepujacy profil v" € V:
profile v" i v’ sa 21 z9-blizniacze dla wszystkich 21, 20 € A\{z,y, z};
zbiér {y, z} jest zbiorem faworytéw dla profilu v

zv)’a dla kazdego i € {1,...,n} i dla wszystkich a € A\ {x, vy, z};

profile v’ i v’ sa yz-blizniacze.
Teraz zbudujmy ciag profili (v!)%, o nastepujacych wlasnosciach:
e U = U/; .
e profile v/ i v/~! sg j-niezmiennicze, a vg = vy’ dla wszystkich
je{l,..,n}.

Oczywiscie v = v"”'. Wykazemy, ze dla kazdego i € {1,...,n} z tego, ze

z € C(vi™1), wynika, ze z € C(v'). Gdy v/ = v!, to implikacja jest oczywista.
Zalézmy wiec, ze v’ # v,. Oznacza to, ze zv,y lub xv]z. Stad kandydat z jest

albo na pierwszym miejscu listy wyborczej v!”, albo na trzecim (po x i y)

i
miejscu listy wyborczej v). Jezeli z = z¥%" | to implikacja wynika bezposrednio
z Lematu 3.15. Jezeli natomiast kandydat z jest na trzecim miejscu listy
wyborczej v}, to na mocy Lematu 3.15 z tego, ze z € C’(vi_l), wynika, ze
z € C(v") lub istnieje takie a € C(v'), ze zvia. Zwréémy jednak uwage na
to, ze dla kazdego i = 1,...,n zbiér faworytéw dla profilu v zawiera sie
w zbiorze {x,y, 2}, a wigc - na mocy Lematu 3.17 - z € C(v?). Wykazaliémy
wiec, ze dla kazdego i = 1,...,n z tego, ze z € C(v'™ 1), wynika, ze z € C(v?).
Poniewaz z € C(v'), oznacza to, ze z € C(v') dla kazdego i = 1,...,n,
czyli w szezegdlnosci z € C'(v"). Oznacza to, ze C(v") # {y} - sprzecznosé
z definicjg funkeji 9%, poniewaz yR? z, profile v’ i v sa yz-blizniacze, a {y, z}
jest zbiorem faworytéw dla profilu v”’. Stad otrzymujemy, ze y ¢ C'(v').
Wykazalismy, ze C(v') = {x}. Z wlasnosci (#) otrzymujemy wiec 291" z.
Stad dostajemy, ze funkcja 9R spelnia warunek TRANS. O

4. Drugie twierdzenie Duggana-Schwartza

Drugie twierdzenie Duggana-Schwartza zostato opublikowane przez Dug-
gana i Schwartza w 2000 r. w pracy [3].

TWIERDZENIE 3.18 (DRUGIE TWIERDZENIE DUGGANA-SCHWARTZA).
Niech A bedzie zbiorem kandydatow, a {1,...,n} zbiorem wyborcéw. Niech
C:V — P(A) bedzie systemem wyborczym, a p; : (V,P(A),A) — [0,1]
bedq funkcjami prawdopodobienstw i-tego wyborcy dla i = 1,...,n. Nastepu-
jace siedem warunkow nie moze byc jednoczesnie speinionych:
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F3A: Zbior A jest skoriczony i co najmniej trzyelementowy.

CH: System wyborczy C jest efektywny.

PROB: Dia kazdego i = 1,...,n oraz dla dowolnych v e V, X C A
1z € A funkcja prawdopodobieristw i-tego wyborcy spelnia nastepu-
jace warunki:

b erApi(’U,X,.ﬁU) = 1;

L4 pi<U7X7yvi X) > 0;
° pi<’l),X,gUi ) > 0,

o pi(v, X, 2) :XO dla wszystkich z ¢ X.
WeCiSov: System wyborczy C' jest stabo niewykluczajgcy.
= SD: W C nie istnieje silny dyktator.
RR: System wyborczy C jest polowicznie rezolutny.
- S: System C' jest odporny na manipulacje.”

Dla drugiego twierdzenia Duggana-Schwartza réwniez mozemy skorzy-
sta¢ z Lematu 3.11. Pozwala nam to na réwnowazne sformutowanie Twier-
dzenia 3.18 nastepujaco:

TWIERDZENIE 3.19. Niech A bedzie zbiorem kandydatéow, a {1,...,n}
zbiorem wyborcow. Niech C 1V — P(A) bedzie systemem wyborczym. Na-
stepujgce szes¢ warunkow nie moze byc jednoczesnie spetnionych:

F3A: Zbior A jest skoriczony i co najmniej trzyelementowy.

CH: System wyborczy C jest efektywny.

WeCiSov: System wyborczy C jest stabo niewykluczajgcy.

= SD: W C nie istnieje silny dyktator.

RR: System wyborczy C jest polowicznie rezolutny.

MOP: System C jest odporny na manipulacje zarowno przez optymi-
ste jak i pesymiste.®

Widzimy, ze warunki F3A, CH, PROB i — S sa wspolne dla obu twier-
dzen Duggana-Schwartza. Rozwazmy, jakie sg zwiazki pomiedzy warunkami
CiSov, WeCiSov, RR, - D i - SD.

Latwo widac, ze z - D wynika = SD, poniewaz jezeli w pewnym systemie
wyborczym nie ma nawet stabego dyktatora, to tym bardziej nie ma silnego.
Natomiast zwigzek miedzy warunkami RR, WeCiSov i CiSov przedstawia
nastepujacy lemat:

LEMAT 3.20. Niech A bedzie zbiorem kandydatéow, a {1,...,n} zbiorem
wyborcow. Niech C :' V. — P(A) bedzie systemem wyborczym. Zaldimy,
ze C' jest odporny na manipulacje zarowno przez optymiste jok i pesymiste.
Jezeli system C' jest polowicznie rezolutny i stabo niewykluczajgcy, to dla
kazdego kandydata x € A istnieje taki profil v € V, dla ktérego C(v) = {z}.

"Pochodzenie skrétéw:
e WeCiSov: We pochodzi od weak (ang. staby), a CiSov od angielskiego pojecia
citizens’ sovereignty, ktérym Duggan i Schwartz okreslaja niewykluczalnosé;
e — SD: S pochodzi od strong (ang. silny), a D od dictator (ang. dyktator);
e RR: od angielskiego pojecia residual resoluteness, ktérym Duggan i Schwartz okre-
$laja polowiczna rezolutnosé.

8Ta, wersja pierwszego twierdzenia Duggana-Schwartza rowniez zostata opublikowana
przez Taylora w jego pracy [11] z 2002 roku.
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DowOD. Wybierzmy dowolnego kandydata x € A. Niech v € V' bedzie
takim profilem, w ktérym dla pewnego drugiego kandydata y # x zbidr
{z,y} jest zbiorem faworytéw i kazdy wyborca stawia x nad y w swojej
strategii, tj. dla kazdego ¢ € {1, ...,n} mamy xv;y. Pokazemy, ze C'(v) = {z}.

W tym celu zalézmy nie wprost, ze C'(v) # {z}, czyliz ¢ C(v) (bo C jest
polowicznie rezolutny). Wybierzmy taki profil v/, dla ktérego z € C(v')
(jest to mozliwe, bo x jest potencjalnym stabym zwyciezca dla C'). Mozemy
teraz zbudowadé ciag profili (v"‘);o:o, gdzie ig < n, posiadajacy nastepujace
wlasnosci:

W =

dla kazdego i = 1, ...,ig profile v* i v*~1 53 i-niezmiennicze, a v} = v!;
x ¢ C(v') dla kazdego i = 0,1, ..., — 1;

x € C(v™).

Zauwazmy, ze kandydat z nie jest zwyciezca dla profilu v®~!, natomiast
jest nim dla profilu v, oba profile réznig si¢ od siebie wylacznie strategia
wyborcey ig, a ponadto vzg_l = v, 1 vzg = vj,. Zbiorem faworytéw dla profilu
v jest {x}, wigc wyborca iy poprzez zmiang strategii z v;, na v popra-
wil maksimum zbioru zwyciezcéw - sprzecznosé z tym, ze system wyborczy
C' jest odporny na manipulacje przez optymiste. Stad = € C(v), a poniewaz
system C' jest polowicznie rezolutny, to C'(v) = {z}. O

1

W powyzszym lemacie pokazalidmy, ze jezeli system wyborczy jest od-
porny na manipulacje, to z koniunkcji warunkéw RR i WeCiSov wynika
CiSov. Wykorzystamy ten fakt w dowodzie drugiego twierdzenia Duggana-
Schwartza. Dowéd ten zostal opracowany na podstawie [11].

DOwOD TWIERDZENIA 3.19. Zakladamy, ze zbiér kandydatéw A jest
skonczony i co najmniej trzyelementowy, system wyborczy C jest efektywny,
potowicznie rezolutny i odporny na manipulacje zaréwno przez optymiste jak
i pesymiste, a kazdy kandydat x € A jest potencjalnym stabym zwyciezca
dla C. Wystarczy wykazaé¢, ze z tych warunkéw wynika, iz dla systemu
C istnieje przynajmniej jeden silny dyktator.

Pokazalismy juz, ze kazdy kandydat ze zbioru A jest potencjalnym zwy-
ciezca dla systemu C', wiec mozemy skorzysta¢ z Twierdzenia 3.10. Otrzy-
mujemy, ze istnieje wyborca - bez straty ogélnosci przyjmijmy, ze jest to
wyborca ¢ - bedacy stabym dyktatorem dla systemu C. Pokazemy, ze i jest
silnym dyktatorem.

Zalézmy nie wprost, ze istnieje profil w’, w ktérym pewien kandydat
x jest na pierwszym miejscu listy wyborczej w, ale C'(w') # {x}. Oznacza
to, ze istnieje takie zg # x, ze 29 € C(w').

Definiujemy

. . . . 1. . "
W= {w” € V : w" jest i-niezmiennikiem w’' i z = z%i }

oraz W :={z € A\ {x} : istnieje takie w” € W, ze z € C(w")}.
Dla kazdego z € W definiujemy réwniez

Az) = ax . #{a € A:aw]z}.

= m
{w"”eW: zeC(w"
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Wybieramy takiego kandydata y € W, dla ktérego \(y) = max A(z). Kan-
zZE

dydat y jest poprawnie okre§lony i y # x, poniewaz zg € W. Niech w € W
bedzie takim profilem, dla ktérego y € C(w) i ktéry realizuje
. /!
{w"ewl}ljé{c*(w”)} #a € Az awiy}.

Rozwazmy taki profil @, dla ktérego zbiorem faworytéw jest {x, y}, yw;z
dla kazdego j # ¢, xw;y, a ponadto profile w i W sa zjzs-bliZniacze dla
wszystkich 21, z2 € A\ {x,y}. Oczywiscie z € C(w), poniewaz wyborca i jest
stabym dyktatorem dla systemu C'. Z potowicznej rezolutnosci C' wynika, ze
#C(w) = 1, a wiec C(w) = {x}.

Zbudujmy ciag profili (w’ )}"‘:0 o nastepujacych wtasnosciach:

o v =y

e dla kazdego j € {1,...,n}\ {i} profile w’ i w/~! s j-niezmiennicze,

a wg = wy;

o wi=wil,
Pokazemy, ze kandydat y nie jest zwyciezca dla zadnego profilu z powyzsze-
go ciggu. W tym celu zal6zmy nie wprost, ze istnieje takie jo € {1,...,n},
ze y € C(w’). Istnieje wiec réwniez takie j; < jo (j1 # i), ze y & C(w/* 1)
iy e C(wh) (boy ¢ Cw?)). Profile wit=1 i w’t réimia si¢ od siebie wy-
lacznie strategia wyborcy ji, a ponadto wﬁ_l = wj, 1w} = wj,. Mamy
y = 71, wiec wyborca j; poprzez zmiane strategii z wj, na wj, poprawil
maksimum zbioru zwyciezcéw - sprzeczno$é¢ z tym, ze system wyborczy C
jest odporny na manipulacje przez optymiste. Stad y ¢ C(w?) dla zadnego
j=0,1,...,n. W szczegdlnosci y ¢ C(w").

Zauwazmy, ze w" € W. Oznacza to, ze profile w i w™ sg i-niezmiennicze.
Jezeli C(w™) = {z}, to wyborca i poprzez zmiane strategii z w; na w}
poprawil minimum zbioru zwyciezcéw z y na x, gdzie x = T - sprzecznosé
z tym, ze system wyborczy C jest odporny na manipulacje przez pesymiste.
Stad C(w™) # {x} 1 w szczegdlnosci istnieje takie y' € C(w"), ze y' # y
iy # x Niech yo =y . Z definicji w}* = w; wynika, ze yo # «

il (wh)

Lyo #y.

Zalézmy, ze yw;yo. Z definicji y oznacza to, ze yo ¢ C(w). Stad, ze
wy' = w;, wynika, iz ywlyy. Zauwazmy, ze dla kazdego a € C(w)\ {z,y}
mamy aw;'yo (poniewaz aw;yw;yo). W takim razie wyborca i poprzez zmiane
strategii z w]' = w; na w; poprawil minimum zbioru zwyciezcéw z yo na
pewnego kandydata y; € C(w), gdyz dla kazdego y; € C(w) mamy y,w] yo
- sprzeczno$¢ z tym, ze system wyborczy C jest odporny na manipulacje
przez pesymiste.

Stad musi zachodzié¢ yow;y. To z kolei oznacza, ze wyborca i poprzez
zmiane strategii z w; na w]' = w; poprawil minimum zbioru zwyciezcow
z y na yp (bo Yon =y ) - sprzeczno$¢ z tym, ze system wyborczy

i C(wm)

n

Wy
C(w™)
C jest odporny na manipulacje przez pesymiste. O



ROZDZIAL 4

Remisy w strategiach

W rozdziatach drugim i trzecim rozpatrywalidmy sytuacje, w ktérych
wszystkie strategie wyborcéw byty silnymi porzadkami wyborczymi. W tym
rozdziale zajmiemy sie uogélnieniem przedstawionych tam twierdzen o ma-
nipulacji na przypadek, w ktérym listy wyborcze sa stabymi porzadkami
wyborczymi. Pokazemy, ze zaroéwno twierdzenie Gibbarda-Satterthwaite’a
jak i twierdzenie Duggana-Schwartza mozna rozszerzy¢ na przypadek, gdy
dopuszczamy remisy w strategiach wyborcow.

W pierwszym podrozdziale rozdzialu trzeciego stwierdzilisémy, ze wiek-
szo$¢ uzywanych na Swiecie systeméw wyborczych nie pozwala wyborcom
na umiejscowienie wiecej niz jednego kandydata na tym samym miejscu listy
wyborczej. Nie sa to jednak wszystkie systemy. Pokazemy kilka przyktadéw
systeméw dopuszczajacych remisy w strategiach wyborcow.

Takim systemem jest na przyktad glosowanie aprobujgce - obecnie
bardzo rzadko uzywane - polegajace na tym, ze kazdy wyborca gtosuje jed-
noczeénie na dowolng liczbe kandydatéw, a zwyciezca zostaje ten z nich,
na ktoérego oddalta glos najwieksza liczba wyborcéw, tj. ten, ktory zostal
zaaprobowany przez najwiekszg liczbe wyborcéw. Ten system wyborczy byt
miedzy innymi stosowany do wyboru papieza przez konklawe kardynaléw
w latach 1294 - 1621.!

Istnieja rowniez systemy, ktére nazywa si¢ czasem opcjonalnymi sys-
temami preferencyjnymi. Wyborca glosujacy w takim systemie musi
wskazaé swojego faworyta, a dodatkowo moze, ale nie musi, uporzadkowac na
lidcie - zazwyczaj bez mozliwosci remisow - czes¢ pozostatych kandydatéw.
Takie systemy réznia sie od preferencyjnych tym, ze pozwalaja wyborcom
na pominiecie w swoich glosach czeéci kandydatéw. Nie rézni sie to jednak
niczym od sytuacji, w ktorej ci kandydaci, na temat ktorych pewien wy-
borca nie chce wyrazaé¢ swojej opinii w wyborach, sa umieszczani razem na
ostatnim miejscu jego listy. Z tego powodu mozemy stwierdzi¢, ze opcjonalne
systemy preferencyjne w pewnym sensie dopuszczaja remisy.

Jednym z bardziej popularnych na $wiecie opcjonalnych systemow wy-
borczych jest system glosu alternatywnego zwany tez systemem wiek-
szoéciowym z natychmiastows dogrywka.? Polega on na tym, ze wy-
borcy wskazuja swoich faworytéw i dodatkowo porzadkuja na listach - jesli
chca - pewna wybrana przez siebie liczbe pozostalych kandydatow. Jezeli
istnieje kandydat, ktéry zdobyl ponad 50% pierwszych miejsc, to zostaje on
wybrany zwyciezca. Jezeli taki kandydat nie istnieje, to ze wszystkich list

ITe informacje zostaly zaczerpniete z rozdzialu trzeciego ksiazki [8].

2Sys‘cem glosu alternatywnego zostal wymyslony przez Williama Ware’a (ur. 27 maja
1832 r. w Cambridge, Massachusetts, zm. 9 czerwca 1915 r.) - amerykaniskiego architekta.
Po raz pierwszy zostal uzyty w 1908 roku w wyborach stanowych w Australii Zachodniej.

38
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wyborczych wykresla sie kandydata (kandydatéw przy réwnej liczbie glo-
séw) z najmniejsza iloscia pierwszych miejsc i ponownie sprawdza, czy nikt
nie zdobyt wickszosci. Procedure kontynuuje si¢ do momentu otrzymania
zwyciezcy. Zauwazmy, ze system glosu alternatywnego pokrywa sie¢ z opi-
sang w pierwszym rozdziale metoda Hare’a z ta réznica, ze metoda Hare’a
zaktada uporzadkowanie przez wyborcow wszystkich kandydatéw. System
glosu alternatywnego jest stosowany miedzy innymi w Indiach i Irlandii
w wyborach prezydenckich oraz w wyborach deputowanych Zgromadzenia
Ustawodawczego Nowej Poltudniowej Walii.

PRZYKEAD 4.1 (PRZYKEAD MANIPULACJI W SYSTEMIE GLOSU ALTER-
NATYWNEGO).
Rozpatrujemy przypadek, w ktérym mamy czterech kandydatéw (A, B, C
i D) i 11 wyborcéw, ktérych strategie przedstawia tabela ponizej.

WG Nev NN
n o Qe
QY w

Zakladamy, ze zwyciezca wybierany jest systemem glosu alternatywnego.
W powyzszym przypadku zbiorem zwyciezcéw jest {A}. Jezeli jeden z wy-
borcow - dla ustalenia uwagi nazwijmy go ¢ - zmieni swoja strategie z drugiej
na trzecia, to nowy profil bedzie wygladal nastepujaco:

41314
A|C|D
B|D|B
C|B|A
D|A|C

Zwyciezca dla tego profilu jest kandydat D, ktory znajduje sie na pierwszej
liscie wyborczej wyborcy i wyzej od kandydata A. Taka zmiana glosu jest
wiec przykladem manipulacji.

PRZYKEAD 4.2 (PRZYKLAD MANIPULACJI PESYMISTYCZNEJ W OPCJO-
NALNYM SYSTEMIE PREFERENCYJNYM).
Rozpatrujemy sytuacje, w ktorej w wyborach startuje czterech kandydatéw
(A, B, C'i D), a zwyciezca wybierany jest opcjonalnym systemem preferen-
cyjnym analogicznym do punktéw Bordy. Zakladamy, ze wyborcéw jest 11,
a ich strategie przedstawia tabela ponizej.

1 21 2 |2
A [B| D [C
B,C,D|D| ¢ | A
- A|lAB|B
- c| - |D

Zbiorem zwyciezcow dla tego profilu jest {C, D}. Jezeli jeden z wyborcow -
dla ustalenia uwagi nazwijmy go ¢ - zmieni swoja strategie
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B A
z D na D
A B’
C C
to powstaly w wyniku tej zmiany profil bedzie nastepujacy:

1 1 2 211
A B| D |[C|A
B,.C,D|D| C |A|D
- A|A,B|B|B
- c| - |D|C

Zwycigzca dla tego profilu jest kandydat A. Jezeli wiec uznamy pierwsza
strategie wyborcy ¢ za szczera, a druga za nieszczera, to powyzsza zmiana
jest przykladem manipulacji przez pesymistycznego wyborce.?

W celu uogdlnienia twierdzen, ktore przedstawiliémy w rozdziatach dru-
gim i trzecim, potrzebujemy wprowadzi¢ dodatkowe symbole na oznaczenie
roznych relacji miedzy kandydatami w strategiach.

Niech v; bedzie stabym porzadkiem wyborczym (i = 1, ..., n) i niech dane
beda =,y € A. Symbolem zv;”y bedziemy okresla¢ sytuacje, w ktérej z jest
silnie wieksze od y w porzadku v;. Symbolem wv? y bedziemy wyrazaé, ze
x jest wieksze lub réwne od y w porzadku v;. Symbol zv;-y bedzie natomiast
oznaczal, ze x jest rownowazne y w porzadku v;.

1. Przypadek systeméw decyzyjnych

Ponownie rozwazamy sytuacje, w ktérej mamy do czynienia z systemami
wyborczymi zawsze wylaniajacymi jedynego zwyciezce. Wickszosé potrzeb-
nych nam pojeé - w szczegdlnoéci podana w pierwszym rozdziale definicja
podatnosci na manipulacje decyzyjnych systeméw wyborczych - nie wyklu-
czala remisow w strategiach, wiec wcigz mozemy z nich korzystac. Potrze-
bujemy jednak rozszerzy¢ na stabe porzadki pojecia zwiazane z dyktatura.

DEFINICJA 4.3. Dla kazdego wyborcy i € {1,...,n} i dla dowolnego pro-
filu v € V zbiorem lideréw listy v; nazywamy najwiekszy w sensie inkluzji
niepusty podzbiér X zbioru A o tej wlasnosci, ze dla wszystkich z,y € X
i dla kazdego z ¢ X zachodzi zviy oraz xv; z.

Kazdego kandydata nalezacego do zbioru lideréw listy v; bedziemy na-
zywaé liderem listy v;.

Zbiér lideréw listy v; bedziemy oznaczaé przez L(v;).

DEFINICIA 4.4. W sytuacji, gdy dopuszczamy remisy w strategiach, wy-
borce i nazywamy dyktatorem decyzyjnego systemu wyborczego C, jezeli
dla kazdego profilu v € V' zachodzi C'(v) € L(v;).

Innymi stowy, wyborca i jest dyktatorem systemu wyborczego C, jezeli
jedynym zwyciezca zawsze jest jeden z kandydatéw bedacych ex aequo na
pierwszym miejscu jego listy wyborczej.

3Zamieszczone przyktady pokazuja, ze opcjonalne systemy preferencyjne, a w szcze-
gblnosci system glosu alternatywnego, sa podatne na manipulacje. Nie mozemy tego jednak
wywnioskowaé bezposrednio z zadnego z twierdzen o manipulacji, poniewaz sa to systemy,
dla ktérych dziedzing funkcji C' nie jest caly zbiér V, a jedynie pewne jego podzbiory.
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Decyzyjny system wyborczy C jest dyktatura, jezeli istnieje wyborca
bedacy dyktatorem dla C.

Zauwazmy, ze jezeli na pierwszym miejscu strategii dyktatora znajduje
sie doktadnie jeden kandydat, to jest on silnym dyktatorem. W szczegdlnosci,
jezeli zalozymy, ze remisy nie moga wystepowac na pierwszych miejscach list
wyborczych, to powyzsza definicja pokrywa sie z definicja silnej dyktatury.

Przedstawimy teraz uogdlnienie twierdzenia Gibbarda-Satterthwaite’a
na przypadek, w ktérym dopuszczamy remisy w strategiach wyborcow.

TWIERDZENIE 4.5 (TWIERDZENIE GIBBARDA-SATTERTHWAITE'A DLA
SLABYCH PORZADKOW).
Niech A bedzie skoriczonym i co najmniej trzyelementowym zbiorem kandy-
datow, {1,...,n} bedzie zbiorem wyborcéw i niech C' : V. — P(A) bedzie
systemem wyborczym. Jezeli system C jest decyzyjny, niewykluczajocy © od-
porny na manipulacje, to C jest dyktaturg.

Zwréémy uwage na fakt, ze powyzsze twierdzenie - jezeli ograniczmy sie
z powrotem do silnych porzadkéw na listach wyborczych - pokrywa sie catko-
wicie z Twierdzeniem 2.1. Oryginalne wersje T'wierdzenia 2.1 podane przez
Gibbarda w [5] i Satterthwaite’a w [9] obie zajmowaly sie przypadkiem, gdy
dopuszczamy remisy w strategiach wyborcow. Jest jednakze wygodniej -
jak zauwaza Taylor w [10] - rozwazaé twierdzenie Gibbarda-Satterthwaite’a
oddzielnie w przypadkach silnych i stabych porzadkéw w strategiach wy-
borcéw, poniewaz twierdzenie w pierwszym z nich mozna wykorzystaé¢ do
dowodu w drugim, co wtasnie teraz zrobimy.

DowOD TWIERDZENIA 4.5. Niech V' C V bedzie podzbiorem zlozonym
z tych profili, w ktorych nie wystepuja remisy w strategiach wyborcow. Zde-
finiujmy system wyborczy C’ : V! — P(A) jako restrykcje systemu C' do
V', tj. O = C’]V,. Zatozylismy, ze C' jest odporny na manipulacje, wiec
oczywiscie C' réwniez. Z tego samego powodu C’ jest decyzyjny. Pokaze-
my, ze system wyborczy C’ jest niewykluczajacy. W tym celu wykazemy, ze
(' spelnia zasade jednomy$lnosci, ktéra moéwi, ze jezeli pewien kandydat
x € A jest sam na pierwszym miejscu strategii wszystkich wyborcéw, to jest
on jedynym zwyciezca.
Zalézmy nie wprost, ze istnieje taki profil v € V' i pewien taki kandydat

z € A, dla ktérego mamy zv;y dla kazdego i € {1,...,n} i dla wszystkich
y € A\ {z}, ale C'(v) # {x}. Oznacza to w szczegélnosci, ze C(v) # {z}.
Kazdy kandydat jest potencjalnym zwyciezcg dla systemu C, wiec mozemy
wybraé taki profil v € V, dla ktérego C(v') = {x}. Teraz mozemy zbudowaé
ciag profili (vi)iozo z V, gdzie iy < n, posiadajacy nastepujace wlasnosci:

o ) =u;

e dlakazdegoi = 1,...,40 profile v’ i v~ ! sa i-niezmiennicze, a v! = v};

o C(v') # {z} dla kazdego i = 0,1, ...,ip — 1;

o C(v¥) = {x}.
Podkreslmy, ze profile v"0~1 i v’ r67nig sie miedzy sobg wylacznie strategia
wyborcy ig. Wyborca ig przez zmiane strategii z vzg_l = vj, na v, = v
doprowadzit wiec do zmiany zbioru zwyciezcéw z pewnego {y}, gdzie y # z,
na {x}, co jest manipulacja, poniewaz x = "0 - sprzecznos¢ z tym, ze system
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wyborczy C' jest odporny na manipulacje. Stad C’(v) = {z}, czyli system
C' spelia zasade jednomyslno$ci. W szczegdlnosci wiec kazdy kandydat
x € A jest potencjalnym zwyciezca dla systemu wyborczego C'.

Pokazali$my, ze system wyborczy C’ spelnia zalozenia Twierdzenia 2.1.
Stad C” jest silng dyktatura. Bez straty ogélnos$ci mozemy zalozy¢, ze silnym
dyktatorem dla C’ jest wyborca i. Z definicji C’ oznacza to, ze jezeli strategie
wyborcéw sa silnymi porzadkami, to z tego, ze pewien kandydat = € A jest
na pierwszym miejscu listy wyborczej i-tego wyborcy w pewnym profilu v,,
wynika, ze C(v;) = {x}. Wykazemy, ze wyborca i jest dyktatorem dla C.

Zalbézmy nie wprost, ze wyborca i nie jest dyktatorem dla systemu wy-
borczego C. Oznacza to, ze istnieje taki profil w € V', w ktérym C(w) = {y}
dla pewnego y € A, ale istnieje taki kandydat = # y, ze zw;y.

Zbudujemy teraz nowy ciag profili (w’ )?:0:

o w' = wj;

e dla kazdego j € {1,...,n}\ {i} profile w’ i w/~! sa j-niezmiennicze,
a w? posiada nastepujace wtasnosci:

— dla kazdego z € A\ {y} mamy y(w;)’z;

— profile wg i w; sa 21 22-blizniacze dla wszystkich 21, 20 € A\{y};
o wi = wi-1.
ZauwaZmy, ze dla kazdego j = 0,1,...,n mamy C(w’/) = {y}. Oczywi-
scie C(w 0) = {y}. Zalézmy nie wprost, ze istnieje takie jo € {1,...,n}, ze
C(wﬂo) # {y}. Oznacza to, ze istnieje takie ji < jo, j1 # i, Ze C’(wﬂl) + {y}

i C(w~1) = {y}. Zwréémy jednak uwage na to, ze proﬁle wit { w1 réz-

nia si¢ jedynie strategia wyborcy j1 iy =7y i . Stad wyborca j; zmieniajac
strategie z wﬁ na wjl ! zmienialby zwyciezce na swojego jedynego faworyta
- sprzeczno$¢ z tym, ze system C' jest odporny na manipulacje.

Teraz zbudujmy profil w zwiazany z profilem w™ nastepujaco:
o w; =wl
e dla kazdego j € {1,...,n} \ {i} mamy:

— dla dowolnych z1,z9 € A z tego, ze z1(w; )"z, wynika, ze

Zl'(bj>22;
— dla dowolnych z1,2z9 € A z tego, ze z1(w
zw?fzz albo zzﬁ)]?zl.

wy )"z, wynika, Ze

Analogicznie jak w poprzednim akapicie, mozemy teraz zbudowac nastepu-
jacy ciag profili (@/)7_:
° ’(ZJO — wn;' 4
e profile @’ i w/~! sg j-niezmiennicze dla kazdego j € {1,...,n},
~J

afwj = wj.

Oczywiscie w"™ = w. Powtarzajac argument z poprzedniego akapitu, za-
uwazmy, ze dla kazdego j = 1,...,n mamy C(w’) = {y}. Zalézmy bowiem
nie wprost, ze istnieje takie jo € {1,...,n}, ze C(@/°) # {y}. Oznacza to,
ze istnieje takie j1 < jo, j1 # i, ze C(w/t) # {y} i C(@w"'~1) = {y} (bo
C(w70) = {y}). Profile @/* i @/*~! r67nia sie jedynie strategia wyborcy ji

~.71

iy=71"".7 tego powodu wyborca j; przez zmiane strategii z wgl na wﬁ !
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zmienia zwyciezce na swojego jedynego faworyta - sprzecznoéé z odpornoscia
systemu C' na manipulacje.

W poprzednim akapicie pokazaliSmy w szczegdlnosci, ze C(w) = {y}.
Zbudujmy taki profil w, ze:

e w; = w; dla kazdego j € {1,...,n} \ {i};
e dla dowolnych z1, 20 € A z tego, ze z1W; 22, wynika, ze 21W; 22;
e dla dowolnych z1, 29 € A 7 tego, ze 21W;- 22, wynika, ze z1W; 22 albo
29W; 21
Zauwazmy, ze w € V' a wyborca i jest silnym dyktatorem w C’. Stad
C'(w) = {20}, gdzie zp € A jest jedynym liderem listy w;, czyli z okreSlenia
w jednym z lideréw listy w;. Oznacza to, ze C(w) = C'(w) # {y}.

7 drugiej strony zauwazmy jednak, ze profile w i @ réznia sie jedynie
strategia wyborcy i. Z tego powodu wyborca ¢ przez zmiane strategii z w;
na w; zmienia zwyciezce z y na zg - kandydata, ktory jest na liscie w; = w;
wyzej od y - sprzeczno$¢ z tym, ze C' jest odporny na manipulacje. W takim
razie wykazaliSmy, ze wyborca ¢ jest dyktatorem dla systemu C. (]

2. Przypadek systeméw efektywnych

W przypadku systeméw efektywnych rowniez potrzebujemy rozszerzyé
na stabe porzadki pojecia zwiazane z dyktatura.

DEFINICIA 4.6. W sytuacji, gdy dopuszczamy remisy w strategiach, wy-
borce i nazywamy stabym dyktatorem systemu wyborczego C, jezeli dla
kazdego profilu v € V istnieje taki kandydat « € L(v;), ze z € C(v).

Inaczej méwiac, wyborca jest stabym dyktatorem, jezeli ktos sposréd
lideréw jego listy wyborczej zawsze nalezy do zbioru zwyciezcow.

System wyborczy, w ktérym wystepuje staby dyktator, nazywamy staba
dyktaturag.

Podobnie jak w przypadku systemow decyzyjnych mozemy zauwazy¢,
ze jezeli zalozymy, iz remisy nie moga wystepowaé na pierwszych miejscach
list wyborczych, to powyzsza definicja pokrywa sie z wczesniej postawiong
definicja stabej dyktatury.

Przedstawimy teraz uogoélnienie twierdzenia Duggana-Schwartza na przy-
padek, w ktérym dopuszczamy remisy w strategiach wyborcow.

TWIERDZENIE 4.7 (TWIERDZENIE DUGGANA-SCHWARTZA DLA SEABYCH
PORZADKOW).
Niech A bedzie zbiorem kandydatow, a {1,...,n} zbiorem wyborcéw. Niech
C:V — P(A) bedzie systemem wyborczym, a p; : (V,P(A), A) — [0,1]
bedq funkcjami prawdopodobienstw i-tego wyborcy dla i = 1,...,n. Nastepu-
jace sze$é warunkow nie moze byé jednoczesnie spelnionych:

F3A: Zbior A jest skoriczony i co najmniej trzyelementowy.

CH: System wyborczy C jest efektywny.

PROB: Dia kazdego i = 1,....n i dla dowolnych v € V, X C A
1z € A funkcja prawdopodobieristw i-tego wyborcy spelnia nastepu-
jace warunki:

b erApi(’U,X,LU) = 1;

x) >0,

L4 pi<v7 X7 yvi
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° pi<’l),X,gUi ) > 0,

o pi(v, X, 2) :XO dla wszystkich z ¢ X.
CiSov: System C jest niewykluczajgcy.
= D: W C nie istnieje staby dyktator.
= S: System C jest odporny na manipulacje.

Zwréémy uwage na fakt, ze powyzsze twierdzenie - jezeli ograniczmy
sie z powrotem do silnych porzadkéw na listach wyborczych - pokrywa sie
zupeltnie z T'wierdzeniem 3.10. Tak samo jak w rozdziale trzecim, tutaj row-
niez korzystamy z Lematu 3.11, aby réwnowaznie sformutowaé powyzsze
twierdzenie w nastepujacy sposéb:

TWIERDZENIE 4.8. Niech A bedzie zbiorem kandydatéw, a {1,...,n} zbio-
rem wyborcéw. Niech C : V. — P(A) bedzie systemem wyborczym. Naste-
pujgce pieé¢ warunkow nie moze byc jednoczesnie spelnionych:

F3A: Zbior A jest skoriczony i co najmniej trzyelementowy.

CH: System wyborczy C jest efektywny.

CiSov: System wyborczy C' jest niewykluczajgcy.

- D: W C nie istnieje staby dyktator.

MOP: System C' jest odporny na manipulacje zarowno przez optymi-
ste jak i pesymiste.*

Powyzsze twierdzenie jest oczywiscie doktadnym odpowiednikiem Twier-
dzenia 3.12 dla silnych porzadkéw wyborczych, co - analogicznie jak w po-
przednim podrozdziale - wykorzystamy w dowodzie. Dowdd, ktory przed-
stawimy, zostal opracowany na podstawie [11].

DowOD TWIERDZENIA 4.8. Na poczatek zauwazmy, ze aby udowodnié
to twierdzenie wystarczy wykazaé, iz z koniunkcji warunkéw F3A, CH,
CiSov i MOP wynika, ze w systemie C istnieje przynajmniej jeden staby
dyktator. Zakladamy wiec, ze system wyborczy C' spelnia warunki F3A,
CH, CiSov i MOP.

Niech V' € V bedzie podzbiorem zlozonym z tych profili, w ktérych
nie wystepuja remisy w strategiach wyborcéw i niech system wyborczy
C": V! — P(A) bedzie restrykeja systemu C do V7, tj. C" := C|,,. Oczy-
wiscie C' réwniez jest efektywny i odporny na manipulacje przez optymiste
i pesymiste. Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 4.5 udowodnimy, ze
C' jest niewykluczajacy, poprzez wykazanie, ze kazdy kandydat = € A jest
jedynym zwyciezca dla C" w profilu, w ktérym zbiorem faworytéw jest {z}.
Ten dowdd podzielimy na dwa etapy: najpierw pokazemy, ze dla kazdego
takiego profilu v zachodzi x € C’(v), a nastepnie, ze w rzeczonym profilu
v nie ma zadnych innych zwyciezcéw dla C'.

Zalézmy nie wprost, ze istnieje taki profil v € V' i pewien taki kandydat
z € A, dla ktérego mamy zv; y dla kazdego ¢ € {1,...,n} i dla wszystkich
y € A\ {z}, ale x ¢ C’'(v). Oznacza to w szczegdlnosci, ze = ¢ C(v). Kazdy
kandydat jest potencjalnym zwyciezca dla systemu C, wiec mozemy wybraé
taki profil v € V, dla ktérego C(v') = {z}. Teraz mozemy zbudowaé ciag
profili (vi)iozo z V', gdzie 19 < n, posiadajacy nastepujace wlasnosci:

4To twierdzenie zostalo opublikowane przez Taylora w pracy [11].
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W = v

dla kazdego i = 1, ...,ig profile v* i v*~1 53 i-niezmiennicze, a v} = v!;
r ¢ C(v') dla kazdego i = 0,1, ..., — 1;

x € C(v').

Podkreslmy, ze profile v~1 i v% réznia sie miedzy soba wylacznie strategia
wyborcy i, a x = T . W takim razie wyborca iy przez zmiane strategii
3871 = v;, ha vfg = vl’-o poprawil maksimum zbioru zwyciezcOw na swo-
jego faworyta - sprzecznosé z tym, ze system wyborczy C jest odporny na
manipulacje przez optymiste. Stad x € C’(v).

Teraz pokazemy, ze nie istnieje taki y € A\ {z}, ze y € C'(v). W tym
celu zal6zmy nie wprost, ze taki kandydat y istnieje. Analogicznie jak w po-
przednim akapicie oznacza to, ze y € C'(v). Ponownie rozwazmy nasz profil
v’. Mozemy zbudowaé nastepujacy ciag profili:

o ) =u;

dla kazdego i = 1, ...,ig profile v* i v*~1 53 i-niezmiennicze, a v} = v!;
C(v') # {z} dla kazdego i = 0,1, ...,799 — 1;

C(v") = {x}.

Ponownie zauwazmy, ze profile v~ i v% réznig sie miedzy soba wylacznie
strategia wyborcy ig, a x = T . W takim razie wyborca iy przez zmiang
strategii z vfgfl = V;, DA vfg = 1)7’;0 poprawil minimum zbioru zwyciezcéw na
swojego faworyta - sprzeczno$¢ z tym, ze system wyborczy C jest odporny
na manipulacje przez pesymiste. Stad C'(v) = {x}.

Pokazalismy, ze kazdy kandydat z € A jest potencjalnym zwyciezca dla
systemu wyborczego C’. Oznacza to, ze mozemy skorzystaé¢ z Twierdzenia
3.12, z ktérego otrzymujemy, ze C’ jest staba dyktatura. Bez straty ogdlno-
$ci mozemy zalozy¢, ze stabym dyktatorem dla C” jest wyborca i. Z definicji
C' oznacza to, ze jezeli strategie wyborcow sg silnymi porzadkami, to z tego,
ze pewien kandydat z € A jest na pierwszym miejscu strategii i-tego wy-
borcy w pewnym profilu v,, wynika, ze z € C(v,). Wykazemy, ze wyborca
i jest stabym dyktatorem dla C.

Zalézmy nie wprost, ze wyborca ¢ nie jest stabym dyktatorem dla sys-
temu wyborczego C. Oznacza to, ze istnieje taki profil w € V, dla ktoérego
C(w) N L(w;) = @. Zdefiniujmy

W:={ueV:C(u)nL(y) =}

1

Dla kazdego profilu u € W zdefiniujmy réwniez wartosé \,, := #C'(u). Niech

A= min \,.
Wybieramy taki profil w' € W, dla ktérego A,y = A.
Zbudujemy teraz nowy ciag profili (w’)7_:

o w’ =w';

e dla kazdego j € {1,...,n}\ {i} profile w/ i w/~! sa j-niezmiennicze,
a fw; posiada nastepujace wlasnoéci:
— dla kazdego x € C(w') i dla wszystkich z € A\ C(w') mamy
z(wy ) z; |
— dla wszystkich 21,22 € A\ C(w') profile w} i w) sa 212-
blizniacze;
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o w = w1
Zauwazmy, ze dla kazdego j = 0,1, ...,n mamy C(w’) C C(w'). Oczy-
wiscie C'(w®) € C(w'). Zalézmy nie wprost, ze istnieje takie jo € {1,...,n},
ze C(w) ¢ C(w'). Oznacza to, ze istnieje takie j1 < jo, j1 # 14, ze
Cwn=t) c C(w') i C(w) ¢ C(w'). Zwréémy jednak uwage na to, ze
profile w/' i wi—! réznia si¢ jedynie strategia wyborcy ji. Stad wyborca
J1 zmieniajac strategie z wﬁ na wﬁfl = w} , poprawialby minimum zbioru
zwyciezcéw z pewnego kandydata, ktory nie jest jego faworytem, na jednego
ze swoich faworytow - sprzecznosé z tym, ze system C' jest odporny na mani-
pulacje przez pesymiste. Dlatego C(w’) C C(w') dla kazdego j = 0,1, ..., n.
W takim razie dla kazdego j = 0,1, ...,n mamy C(w/) = C(w'), poniewaz
nie istnieje profil o mniejszej liczbie zwyciezcéw dla systemu C' niz profil w'.
W szczegdlnosci wige mamy C(w™) = C(w').
Teraz zbudujmy profil @ zwigzany z profilem w™ nastepujaco:
® wW; = w?;
e dla kazdego j € {1,...,n} \ {i} mamy:

— dla dowolnych z1,29 € A z tego, ze z1(w?

)"z9, wynika, ze

<

Zl’LI)j>22;

— dla dowolnych z1,z9 € A z tego, ze zl(wj

)"z2, wynika, ze
2112)j>22 albo 2212)]?,21.
Analogicznie jak w dowodzie Twierdzenia 4.5, mozemy teraz zbudowac
nastepujacy ciag profili (@7)j_g:

° 17]0 — wn;
e profile @/ i w/~! sy j-niezmiennicze dla kazdego j € {1,...,n},
~j o~
a wj = wj.
Oczywiscie w™ = w. Ponownie zauwazmy, ze dla kazdego j = 0,1,...,n

mamy C(@’) C C(w'). Uzasadnienie tego faktu jest analogicznie do wyzej
przedstawionego. Oczywiécie C'(w°) = C(w'). Zalézmy nie wprost, ze ist-
nieje takie jo € {1,...,n}, ze C(@/°) ¢ C(w'). Oznacza to, ze istnieje takie
g1 < jo, j1 # i, ze C(w 1) C C(w') i C(w') ¢ C(w'). Zwréémy jednak
uwage na to, ze profile @/t i w/1—! réznia si¢ jedynie strategia wyborcy ji.
Stad wyborca j; zmieniajac strategie z w;; na wﬁ‘l poprawialby minimum
zbioru zwyciezcdéw z pewnego kandydata, ktéry nie jest jego faworytem, na
jednego ze swoich faworytéw - sprzecznosé z tym, ze system C' jest odporny
na manipulacje przez pesymiste. W takim razie C(w’) C C(w') dla kazdego
j =0,1,...,n, a wiec - ponownie korzystajac z faktu, ze nie istnieje profil
o mniejszej liczbie zwyciezcéw dla systemu C' niz profil w’ - otrzymujemy,
ze dla kazdego j = 0,1,...,n mamy C(@/) = C(w'). W szczegdlnosci wiec
mamy C(w") = C(w'), czyli C(w) = C(w').
Zbudujmy teraz taki profil w, ze:

o w; = w; dla kazdego j € {1,...,n} \ {i};

e dla dowolnych 21,22 € A z tego, ze z1W; 29, wynika, ze z1W; 22;

e dla dowolnych 21, 22 € A 7 tego, ze z1W;" 22, wynika, ze z1w; 23 albo

zzﬁ)f 21.

Zauwazmy, ze w € V', a wyborca i jest stabym dyktatorem w C’. Stad
xo € C'(w), czyli zg € C(w), gdzie 9 € A jest jedynym liderem listy w;,
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czyli z okreSlenia w jednym z lideréw listy w]. Zauwazmy réwniez, ze pro-
file w i W réznia sie jedynie strategia wyborcy i. Z tego powodu wyborca
1 przez zmiane strategii z w; na w; poprawia maksimum zbioru zwycigezcoéw
z pewnego kandydata nalezacego do C'(w’), ktére jest rozlaczne z L(w}), na
xo, gdzie zg € L(w}) - sprzecznoéé z tym, ze C jest odporny na manipula-
cje przez optymiste. W takim razie wykazaliSmy, ze wyborca i jest stabym
dyktatorem dla systemu C'. O
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