UNIWERSYTET JAGIELLONSKI
Wydzial Matematyki i Informatyki
Instytut Matematyki

Model matematyczny referendum
z progiem wiekszosci kwalifikowane;

zaleznym od frekwencji

JOANNA BIGOS

Opiekun pracy:

dr hab. Wojciech Stomczyniski

Kraxkdw 2016



Sktadam serdeczne podzigkowania
Panu dr. hab. Wojciechowi Stomczynskiemu
za po$wiecony czas, cenne uwagi

oraz zyczliwo$é.



Spis tresci

1 Model referendum 6
2 Przepisy konkluzywnosci referendum w krajach europejskich 10
2.1 Progi frekwencji, wiekszosci kwalifikowanej i gloséw na tak . . . . . . .. .. .. 10
2.2 Wykresy zbioréw wygrywajacych . . . . . . .. .. oo 17

3 Wplyw zmiany decyzji pojedynczego wyborcy negatywnego na rezultat re-

ferendum 22
3.1 Sytuacjaogdlna . . . . . . .. 22
3.2 Sytuacje pozadane i niechciane . . . . . . . .. ... 24
3.3  Wektory zmiany decyzji wyborcy negatywnego dla referendéw europejskich . . . 24
3.4 Wektory zmiany decyzji wyborcy negatywnego w modelu M, . . ... ... ... 30

3.4.1 Wynik na dolnym brzegu zbioru wygrywajacego . . . . .. .. ... ... 30

3.4.2 Wszystkie wyniki . . . . . .. L L 36



Wstep

W niniejszej pracy zajmujemy sie problemem referendum. W systemach referendalnych sto-
sowanych w réznych krajach (w tym w Polsce) do zaakceptowania propozycji zmiany poddane;
pod glosowanie potrzebne jest kworum, czyli ustalony w przepisach prég frekwencji. W przy-
padku, gdy nie zostaje on osiagniety, rezultatem pozostaje stan sprzed wyboréow — status
quo. Gdy natomiast frekwencja przekracza kworum, za$ wiekszos$¢ glosujacych opowiada sie za
zmiang, to wchodzi ona w zycie. Kazdy wyborca moze podjaé jedna z trzech decyzji: zagtosowaé
za propozycja, przeciw niej albo nie p6jéé¢ na referendum. Dla oséb, ktére cheiatyby, zeby wynik
byl negatywny, korzystne moze okazaé sie zarowno glosowanie przeciwko, jak i réwniez wstrzy-
manie si¢ od glosu, bo w tym drugim przypadku frekwencja zmaleje i kworum moze nie zostaé
osiagniete. Czesto taki wyborca decyduje, na podstawie wynikow sondazy przedwyborczych,
ktéra mozliwo$¢ z wiekszym prawdopodobienstwem moze przyniesé mu satysfakcjonujacy re-
zultat. Gdy wiekszos¢ wyborcow deklaruje glos za zmiang, wtedy bardziej korzystne moze byé
niepodjscie na referendum, by w ten sposéb sprobowadé zerwaé frekwencje. Natomiast w sytuacji,
gdy w sondazu glosy przeciwne propozycji przewazaja, wyborca wtasnie idac na wybory moze

zwiekszy¢ szanse jej odrzucenia.

Przyktadem referendum, w ktérym wyborcy, wstrzymujac sie od gtosu, uzyskali korzystny
dla siebie rezultat, bylo glosowanie w sprawie odwotania z funkcji prezydenta miasta stotecz-
nego Warszawy Hanny Gronkiewicz-Waltz w 2013 roku. Zeby wybory byly wiazace, wymagana
byta frekwencja co najmniej 29,1%", jednak w referendum udzial wzicto jedynie 25,7% miesz-
kancéw stolicy. Pomimo, ze ponad 90% os6b bioracych udzial w referendum zaglosowalto za
odwotaniem prezydenta, referendum nie byto wazne. Gdyby jednak czeé¢ oséb przyszia i zagto-
sowala przeciwko, wynik wyboréw ulegtby zmianie na ich niekorzysé. Taki system referendalny
nie wydaje sie dobrze stuzy¢ demokracji, poniewaz nie zacheca on ogétu wyborcéw do wzie-
cia udziatu w glosowaniu. Odmienny system, w ktorym nie jest wymagane osiggniecie progu
frekwencji, jest stosowany miedzy innymi w Chorwacji, Estonii czy Szwecji. W takim systemie
nie dosztoby wiec do sytuacji podobnej jak w 2013 roku w Warszawie. Wada jego jest jednak

mozliwos$¢ decydowania o sprawach panstwowych przez niewielka grupe wyborcéw (w skrajnym

LCzyli 60% z liczby oséb bioracych udzial w wyborach prezydenta Warszawy w 2010 roku.



przypadku moglaby to by¢ nawet jedna osoba).

Poniewaz dla oséb, ktére sa za zmiang, zawsze korzystniej jest wzia¢ udzial w glosowaniu
(gdyz zwieksza sie wtedy zaréwno frekwencja, jak i odsetek gloséw za), zalozyliSmy wiec, zZe
takie osoby nie beda mieé¢ dylematu i wszystkie péjda na referendum. Przeanalizowalidémy na-
stepnie, czy i kiedy zmiana glosu pojedynczego wyborcy, ktory jest przeciw propozycji, moze
mie¢ wplyw na rezultat wyboréw. Celem pracy bylo wytonienie takiego modelu, w ktérym osoba
chcaca glosowaé na nie, idac na wybory, albo nie wptynie na ich wynik, albo jego zmiana bedzie
dla niej korzystna, a decydujac sie na wstrzymanie od glosu, moze uzyskaé jedynie zmiane dla
siebie niepozadana. Chcieliémy réowniez, zeby wynik referendum mogt byé wiazacy przy kazdej
frekwencji. Skonstruowaliémy wiec rodzing modeli, w ktérych préog wiekszosci kwalifikowa-
nej (czyli stosunek gloséw na tak do wszystkich oddanych gloséw) zalezy od frekwencji.
Postulowaliémy réwniez, zeby dla zerowej frekwencji prog ten wynosit 100%, a gdy wszyscy wy-
borcy zaglosuja, spadat do 50%. Punkty reprezentujace te dwie skrajne mozliwo$ci umieszczone
na wykresie, w ktorym na osi odcietych zaznaczamy frekwencje, zas na osi rzednych odsetek
gloséw na tak, taczymy parabola. Wspdtrzedne punktow lezacych na tej paraboli wyznaczaja
zalezno$¢ pomiedzy frekwencja a progiem wigkszosci kwalifikowanej. Oczywiscie, rzedne tych
punktéw muszg miescié sie w przedziale od 50% do 100%. Warunek ten okre$la nam rodzine
2

funkcji kwadratowych M, : [0,1] — [3,1] (a € [—3, 3]) danych wzorem

1
M,(t) := at® — <a—|— 2> t+1
dla t € [0,1]. Tak wiec w tym modelu wniosek poddany pod referendum zostaje przyjety, gdy
dla frekwencji ¢ € [0, 1] i stosunku glos6w na tak do wszystkich oddanych gloséw wynoszacym
m € [0, 1], spelniony jest warunek
m > M,(t).

Zauwazmy, ze w pracach [1-3] autorzy badali matematyczne modele referendéw w podobnym
kontekscie, ale nie rozwazali sytuacji, w ktorej prog wigkszosci kwalifikowanej zalezy od fre-

kwencji.

Gdyby zastosowano ten system podczas referendum za odwotaniem prezydent Hanny Gron-

kiewicz—Waltz dla a = —% nie zostalaby ona odwotana, ale w przypadku a = 0 lub a = %

przeciwnicy Hanny Gronkiewicz—Waltz przeforsowaliby swéj wniosek. Natomiast w referendum,
ktére odbyto sie w Wielkiej Brytanii w 2016 roku w sprawie wyjscia tego panstwa z Unii Eu-
11

ropejskiej (tzw. Brexitu) dla kazdego a € [—3, 3] rezultat referendum bylby negatywny, czyli

Wielka Brytania pozostataby w Unii Europejskiej.

Moja prace skonstruowalam w nastepujacy sposdéb. W ustawach, konstytucjach i innych
aktach prawnych znalazlam fragmenty dotyczace progdéw frekwencji, wiekszosci kwalifikowa-
nej lub tez progu gloséw na tak dla referendéw stosowanych w krajach europejskich (dla kilku

krajow informacje te odnalaztam w artykulach [1-6] oraz w ksiazce [7]). Zdefiniowalam, czym

*Dla a = 0 otrzymujemy funkcje liniowa dana wzorem Mo(t) :==1— £, ¢ € [0,1].



rozni sie wynik referendum od jego rezultatu; opisatam, jak sprawdzié¢, ktory wynik jest wia-
zacy 1 rozstrzyga na tak. Skonstruowatam rodzing modeli zaleznych od parametru, w ktoérych
prog wiekszosci kwalifikowanej zalezy od frekwencji. Sprawdzitam, jak wynik referendum zmie-
nilyby sie, gdyby jeden z wyborcow glosujacych na nie postanowil zmieni¢ decyzje i nie i$¢ na
wybory lub jesli wyborca, ktéry nie poszedt na wybory zagtosowalby przeciwko. W pracy sfor-
mutowatam i udowodnitam trzy twierdzenia, ktére opisuja, jak zmienia sie rezultat referendum,
przy zmianie decyzji wyborcy w rozpatrywanym modelu, w zaleznosci od parametru. Na koncu
przedstawitam, jak wiele jest sytuacji, w ktorych wyborca ma decydujacy gtos, w zaleznosci od
liczby 0s6b uprawnionych do glosowania. Obliczenia wykonywatam w programie RStudio. Na
podstawie wykreséw zaleznosci liczby tych sytuacji od liczby wyborcéw, przedstawitam pewna

hipoteze i poréwnatam modele.

Praca skltada sie z trzech rozdziatéw. Pierwszy przedstawia, czym jest referendum. Wprowa-
dzamy podstawowe definicje i zaleznosci. Kolejny rozdzial przybliza modele stosowane w réznych
krajach. Na poczatku na podstawie aktéw prawnych przedstawiamy obowigzujace progi, a na-
stepnie obrazujemy to na wykresach. W trzecim rozdziale przedstawiamy wplyw zmiany decyzji
pojedynczego wyborcy glosujacego przeciwko propozycji na rezultat referendum. Pokazujemy
zmiane wynikow po zmianie jego decyzji i sprawdzamy, czy moze ona mie¢ wpltyw na koncowy
rezultat. Szczegdlna uwage zwracamy na zbiér wynikow, dla ktérych wyborca w zbudowanym

przez nas modelu ma glos decydujacy.



ROZDZIAL 1

Model referendum

Referendum, nazywane réwniez glosowaniem ludowym, polega na bezposrednim wypowie-
dzeniu sie obywateli uprawnionych do glosowania (wyborcéw) w danej sprawie poddanej pod

glosowanie, ze skutkiem wiazacym lub opiniodawczym [8].

Definicja 1. Wyborce, ktéry jest na tak (czyli chee, zeby rezultat referendum byt pozytywny)

nazywamy wyborcg pozytywnym, a tego, ktory jest na nie — wyborcg negatywnym.

W niniejszym opracowaniu bedziemy rozwazac referendum, w ktérym kazdy obywatel upraw-
niony do glosowania moze zaglosowaé za lub przeciw propozycji poddanej pod gltosowanie, badz
tez nie braé¢ udziatu w glosowaniu. Zakladamy, ze kazdy wyborca wie, jaki rezultat referendum
chcialby uzyskaé oraz ze wszyscy wyborcy pozytywni péjda na wybory i zaglosujg na tak!,

a wyborca negatywny wybiera pomiedzy glosowaniem przeciw a wstrzymaniem sie od glosu.

Niech k oznacza liczb¢ wszystkich oséb uprawnionych do glosowania, k, — liczb¢ wyborcéw,
ktorzy gtosowali na tak, a k, — liczbe wyborcéw, ktorzy glosowali na nie, y — odsetek os6b
uprawnionych do glosowania glosujacych na tak, n — odsetek oséb uprawnionych do glosowa-
nia glosujacych na nie, t — frekwencje w referendum, za$ m — stosunek liczby gloséw na tak

do liczby wszystkich oddanych gloséw.

Miedzy wielko$ciami tymi zachodza nastepujace oczywiste zaleznosci:

ky
y'_?7
ni=tn
=

t:= Ly—;{:kn =y+n,

1Zalozenie to, chociaz nie do konca realistyczne, upraszcza nasz model.



k
m = o dla t #0
0 dlat=0

oraz

y = mt.

Znajac ky, k, oraz k mozemy wyznaczy¢ pozostate wielkoSci. Zakladamy?, ze k € N,
ky € {0,1,...,k} i k, € {0,1,...,k}. Wynika stad, ze y, n i t sa z przedziatu [0,1] i dla
ustalonego k sa postaci £ dlap = 0,...,k, za$ m jest postaci %, gdzie a < foraz o € {0, ..., k}

i3e{0,...,k}.

Definicja 2. Tréjke (¢, m, y) nazywamy wynikiem referendum.

Dla ustalonego k liczba wszystkich mozliwych wynikéw jest réwna

k
. 14+ (k+1 kE+1)(k+2
N (k) ::2(24—1):7( )(k+1):—( Jk+2)
; 2 2
=0
Ze wzgledu na to, ze wielkoéci ¢, m oraz y sa zalezne od siebie, przepisy dotyczace referen-

dum uwzgledniaja zwykle jedng lub dwie z nich.

Definicja 3. Méwimy, ze wynik referendum (¢, m, y) jest wigzqcy i rozstrzyga na tak, jesli dla
ustalonego (w przepisach danego kraju) progu frekwencji T' € [0, 1], progu wiekszosci kwalifiko-
wanej M € [3,1] oraz progu gloséw na tak Y € [0,1]: t > T i/lubm > M i/luby > Y 3.

Rezultat referendum jest pozytywny, gdy jest ono wigzace i rozstrzyga na tak, a w przeciwnym

wypadku jest negatywny.

Dla ustalonych w przepisach progéw, sposréd wszystkich mozliwych wynikéw referendum,
mozemy znalezé takie, dla ktérych rezultat jest pozytywny. Wynik referendum mozna przedsta-
wia¢ w dwuwymiarowym ukladzie wspolrzednych. Zbiory wszystkich wynikéw moga wygladaé
roznie, jednak w pracy wybraliSmy dwa sposoby ich prezentacji: zaleznos¢ m od t — wszystkie
mozliwe wyniki naleza do zbioru [0, 1]? oraz zaleznoéé y od n — zbiér wynikéw zawiera sie

w réwnoramiennym tréjkacie prostokatnym {(n,y) € [0,1]2: y +n < 1}.

Ponizsze wykresy przedstawiaja te dwa sposoby graficznej reprezentacji wynikow referen-
dum. Punkty w tym samym kolorze przedstawiaja te same wyniki referendum. Trzy boki kwa-
dratu przechodza w boki tréjkata, a jeden bok {0} x [0, 1] przechodzi w punkt (0,0) (w rzeczy-
wistosci jedyny mozliwy wynik z tego boku to punkt (0,0)).

N ={1,2,...}
3W zaleznoéci od przepiséw nieréwnoéci sg stabe lub silne.
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Rysunek 1.1: Graficzna ilustracja wynikéw referendum na wykresie zaleznosci m od ¢
oraz y od n.

Definicja 4. Zbiory V = {(t,m) € [0,1]> : t > T,m > M,mt > Y}* oraz V = {(n,y) €
0,12:y>Y,y>T—n,y > %,y < 1 —n}* nagywamy zbiorami wygrywajgcymi dla progu
frekwencji T', progu wiekszosci kwalifikowanej M oraz progu gloséw na tak Y.

Stad wynik referendum (t,m,y) daje rezultat pozytywny, gdy (¢,m) € V (odpowiednio
(t —vy, y) € V) lub rezultat negatywny dla (¢,m) ¢ V (odpowiednio (t —y,y) ¢ V).

Definicja 5. Zbiér {(t,m) € [0,1]? :t =TV m =MV mt =Y} oraz {(n,y) € [0,1]> : y =
YVy=T—-nVy= 1]\:[—]’\1/[} nazywamy dolnym brzegiem zbiorow wygrywajgcych, odpowiednio,
ViV.

W pracy tej bedziemy rozwazaé referendum, w ktérym prog wiekszosci kwalifikowanej uza-

lezniony jest od frekwencji ¢t. Analizowana bedzie rodzina funkcji

1
M,(t) := at® — (a + 2) t+1,

dla t € [0,1], gdzie a € [—3, 3.

AW zaleznoéci od przepiséw nieréwnoéci sa stabe lub silne.
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Rysunek 1.2: Wykresy funkcji M, dla a € {—3,0,3}.

WybraliSmy ja, poniewaz na przedziale [0, 1] funkcja M, jest malejaca, dla maksymalnej
frekwencji prég jest réwny %, a przy frekwencji rownej 0 wynosi 1. Innymi stowy, w naszym

modelu wynik referendum (¢,m,y) jest wiazacy i rozstrzyga na tak, gdy m > M,(t).



ROZDZIAL 2

Przepisy konkluzywnosci referendum w krajach europejskich

W tym rozdziale przedstawimy przepisy dotyczace referendum w niektérych krajach Europy.
Chcemy sprawdzié, czy stosujac takie systemy wyborca, ktéry chciatby negatywnego rezultatu
referendum, moze nie idac na wybory doprowadzi¢ do zmiany pozytywnego rezultatu na nega-
tywny. Taka zmiana z punktu widzenia wyborcy negatywnego zachecataby go do niepdjscia na

referendum.

2.1 Progi frekwencji, wiekszosci kwalifikowanej i glosow na tak

Tabela 2.1 przedstawia progi frekwencji, wiekszoéci kwalifikowanej i gloséw na tak oraz
fragmenty aktéw prawnych dla wybranych krajoéw europejskich (dla pozostalych panstw nie
znalezliSmy aktow prawnych, ktére podaja progi frekwencji, wiekszoéci kwalifikowanej lub gto-
séw na tak). Warto zwrécié¢ uwage, ze nie zawsze takie same progi oznaczaja ten sam model
referendum, poniewaz przepisy czasem zaktadaja, ze dolny brzeg zbioru wygrywajacego zawiera

sie w nim, a niekiedy nie.

Kraj T | M |Y | Fragment aktu prawnego
Art. 118

W referendum, opcje, ktora otrzymata wigkszos¢ waz-

nie oddanych gloséw i nie mniej niz jedna trzecig liczby

Albania [9] i3 ) , . :
0s6b zapisanych w Narodowym Rejestrze Glosujacych,
uwaza sie za zwycieska, o ile w niniejszym rozdziale nie
przewidziano inaczej.
Art. 70
1 Poprawka Konstytucji powinna byé¢ zatwierdzona, jesli
Andora [10] 5

liczba glosujacych za ta poprawks przekracza liczbe glo-

sOw przeciwko.

10



2.1. PROGI FREKWENCJI, WIEKSZOSCI KWALIFIKOWANEJ I GLOSOW NA TAK 11

Art. 45

Austria [11] W referendum absolutna wiekszos¢ waznie oddanych

DO

gloséw jest decydujaca.
Art. 33
Wszelka wladza pochodzi od Narodu. Sposéb sprawo-

wania wladzy okresla Konstytucja.

[Brak referendum ogdlnonarodowego - ,, Przede wszyst-
Belgia [12] kim konstytucja glosi, ze wszelka wladza pochodzi od
narodu i sposob jej sprawowania okresla Konstytucja,
w skrocie, w Belgii, zasada reprezentacji nie pozwala
na demokracje bezposrednia, czyli organizacje referen-
dum.” [6]]

Bialoru$ [2]
Bulgaria [1]

N[ —

N[
N[

Art. 87

Chorwacja [13] W referendum decyzja powinna by¢ podjeta przez wiek-

(Sl

szoS¢ bioracych udzial w referendum.
Art. 37

Decyzja w referendum zostaje podjeta wiekszoscia glo-

sow obywateli, ktorzy glosowali, pod warunkiem, ze

[N
[N

Czarnogéra [14]
wiekszos¢ obywateli uprawnionych do gtosowania zaglo-
sowala.
Art. 42

W referendum oddaje sie glosy za i przeciw projektowi

. ustawy. Dla odrzucenia projektu ustawy, przeciw musi
Dania [15]

D=
—
<)

gltosowaé wiekszosé wyborcéw bioracych udzial w glo-
sowaniu i nie mniej niz trzydziesci procent wszystkich

uprawnionych do glosowania.

Art. 88
Jedli wiekszosé osOb uczestniczacych w glosowaniu,

a stanowiacych co najmniej 40% ogéhu uprawnionych do

N[
—
o

glosowania, wypowie si¢ za uchwalonym przez Folketing
projektem ustawy, i gdy uzyska on sankcje krolewska,
staje sie integralng czescia Konstytucji

Art. 105

Decyzja narodu podejmowana jest wiekszoscia gloséw

Estonia [16]

N[ =

0s6b bioracych udzial w referendum.

Finlandia [4] [,,W finskim systemie prawnym referenda nie sa wiazace,
inlandia
lecz jedynie konsultacyjne.”]




2.1. PROGI FREKWENCJI, WIEKSZOSCI KWALIFIKOWANEJ I GEOSOW NA TAK 12

Art. 16

Grecja [18] 1) Wéréd odpowiedzi wyborcéw, ta, ktéra pokrywa sie
z wiekszoscia waznie oddanych gloséw na karcie gloso-
wania, przewaza, czyli jest uznana za wiazaca.

3) Wynik referendum w sprawie o istotnym znaczeniu

panstwowym lub spotecznym jest wiazacy w przypadku,

Sl
Sl

gdy co najmniej 40% obywateli zarejestrowanych jako

wyborcy zagltosowalo.

4) Wynik referendum w sprawie uchwalonej przez Par-

lament, ktora reguluje wazne kwestie spoleczne jest wig-

[N
N

zacy, gdy co najmniej 50% obywateli zarejestrowanych
jako wyborcy zagltosowalo.
Art. 1511

W drodze referendum absolutng wiekszoscia wyborcéw

Hiszpania [17]

N[

kazdej prowingji, na zasadach ustalonych w ustawie or-

ganicznej.

Holandia [1] 3
Irlandia [2]

D= [N

Art. 66
Liechtenstein [2, O przyjeciu lub odrzuceniu ustawy decyduje bez-

19]

DO

wzgledna wiekszos¢ waznych gloséw oddanych w calym
panstwie.
Art. 148
Artykut 1 Konstytucji, ktéry stanowi, ze ,Panstwo

. Litewskie jest niepodlegta republika demokratyczna”,
Litwa [20]

[N

moze byé¢ zmieniony tylko w drodze referendum, jezeli
za zmiana opowie sie co najmniej % obywateli Litwy ma-

jacych prawo wyborcze.

Art. 151
Konstytucja Republiki Litewskiej wchodzi w zycie na-

stepnego dnia po urzedowym ogloszeniu wynikow refe-

N[ —

rendum i pod warunkiem, ze w referendum zaaprobuje
ja wiecej niz polowa wszystkich obywateli Republiki Li-
tewskiej, majacych prawa wyborcze.

Art. 114

Zmiana zostaje przyjeta jedynie wtedy, gdy uzyska wiek-

Luksemburg [21]

N[

szo$¢ waznych gloséw. Ustawa okresla zasady organizo-

wania referendum.

"Wiekszoéé musi byé uzyskana w kazdej prowincji.



2.1. PROGI FREKWENCJI, WIEKSZOSCI KWALIFIKOWANEJ I GEOSOW NA TAK 13

Art. 79
Zmiang Konstytucji przekazana do rozpatrzenia w refe-

Lotwa [22] rendum uznaje sie za uchwalong, jezeli za zmiang gloso-

D=

wala co najmniej potowa wyborcéw, ktérzy maja prawo

glosu.

Art. 142
Jesli w referendum za odwolaniem Saeimy zaglosuje

wiekszo$¢ przy liczbie uczestniczacych wynoszacej co

win
N[

najmniej dwie trzecie glosujacych w poprzednich wy-

borach do Saeimy, Saeime uznaje sie za odwotana.

Art. 74?
Ustawe uchwalona przez Saeime i odroczong w trybie
przewidzianym w art. 72 uznaje si¢ za uchylona, jesli

liczba 0s6b, ktére wziety udzial w referendum narodo-

N[
N[

wym stanowi co najmniej potowe liczby wyborcow, kto-
rzy wzieli udzial w ostatnich wyborach do Saeimy i jezeli

wickszo$¢ glosowala za anulowaniem ustawy.

Art. 792

Przekazany do rozpatrzenia w referendum projekt
ustawy, decyzje o czltonkostwie Lotwy w Unii Europej-
skiej lub o istotnych zmianach warunkéw uczestnictwa

w niej, uznaje sie za przyjete, jezeli liczba glosujacych

N[
NI

stanowi co najmniej potowe liczby wyborcéw, ktorzy
wzieli udzial w ostatnich wyborach do Saeimy, a wiek-
szoS¢ glosowala za projektem ustawy, za czlonkostwem
Lotwy w Unii Europejskiej lub za istotnymi zmianami
warunkéw uczestnictwa w niej.

Art. 120

Uchwale o zawarciu sojuszu lub o przystapieniu do

zwiazku z innymi panstwami albo o wystapieniu z nich
uwaza sie za przyjeta, jezeli w referendum glosowala za
Macedonia [23] nia wiekszo$é wszystkich wyborcéw.
Art. 74

Decyzje o zmianie granic Republiki uznaje si¢ za przy-

D=

jeta w referendum, jezeli glosowala za nia wiekszo$é

wszystkich wyborcow.

2Frekwencja liczona jest w inny sposéb.
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Art. 73

Decyzje uwaza sie za przyjeta w referendum, jezeli gloso-

[N
D[

wala za nig wiekszos¢ wyborcéw, a w gltosowaniu wzieto
udzial wiecej niz poltowa wszystkich wyborcow.
Art. 32H

Jedli wiekszosé wyborcow, glosujac w referendum na

mocy niniejszej czedci, zatwierdzi wniosek o uchylenie

Malta [24] przepisu, zeby juz wiecej nie obowigzywal, IHC Prezy-

N[
NI

dent Malty wyda odpowiednie obwieszczenie. Propozy-
cji takiej nie uznaje sie za zatwierdzong jezeli w gloso-
waniu glosowalo mniej niz 50% plus jeden glos.

Art. 142

Postanowienia dotyczace suwerennego, niepodleglego

. i jednolitego charakteru panstwa, jak réwniez wieczy-
Motdawia [25]

N[ =

stej neutralnosci panstwa moga by¢ zmienione jedynie
za zgoda udzielona w referendum, glosami wiekszoéci
obywateli wpisanych na listy wyborcze.

Art. 29

Za wiekszos¢ w referendum i referendum konsultacyj-

Niemcy [26] nym uznaje sie wickszo$é oddanych gloséw, jezeli obej-

DO
=

muje ona co najmniej jedng czwartg uprawnionych do
udzialu w wyborach do Bundestagu.
Art. 46

Jezeli wiekszosé cztonkéw sporu glosowalto za przyjeciem

wniosku, musi by¢ on przyjety. Jesli wigkszosé gtosowato

przeciwko propozycji, nalezy ja odrzuci¢. Jezeli powyz-

win
N[

Norwegia [27]
szy warunek nie zostanie spelniony, referendum nie jest
wiazace, chyba ze co najmniej dwie trzecie legitymowa-
nych wzieto udzial w referendum.

Art. 125

Jezeli w referendum ogolnokrajowym wzieto udzial wie-

cej niz potowa uprawnionych do glosowania, wynik re-
Polska [28] ferendum jest wiazacy.
Art. 235

Zmiana Konstytucji zostaje przyjeta, jezeli za ta zmiang

[N
[N

opowiedziala si¢ wiekszos¢ glosujacych.
Art. 115
Referendum jest rozstrzygajace wylacznie wtedy, gdy

Portugalia [2, 29]

N[
[N

liczba glosujacych jest wigksza od potowy liczby ujetych

w spisie wyborcow.
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Art. 135
W przypadku przeprowadzenia glosowania ogélnonaro-

dowego Konstytucje Federacji Rosyjskiej uwaza sie za

Rosja [30] % % przyjeta, jesli glosowalo za nig wiecej niz polowa wy-
borcéw bioragcych udzial w gltosowaniu, pod warunkiem,
ze w glosowaniu wziglo udziat wiecej niz potowa wybor-
coHw.

Rumunia [2] i3

San Marino [7] 7| =

Serbia [3] :

Art. 98
Wyniki referendum sa wiazace, jezeli uczestniczyta

Stowacja [31] % % w nim ponad potowa uprawnionych wyborcéw i gdy roz-
strzygniecie zostalo przyjete przez ponad polowe uczest-
niczacych w referendum.

Art. 90 — Referendum ustawodawcze

Stowenia [32] % Propozycje uwaza sie za przyjeta, jesli opowie sie za nia
wiekszo$¢ wyborcdéw uczestniczacych w referendum.
Art. 170

1 1 Zmiane Konstytucji uznaje sie za przyjeta, jesli uzy-
2 |2

ska wiekszo$¢ oddanych gloséw, a w referendum wezmie

udzial wiekszos¢ wszystkich wyborcow.

Nardd szwajcarski i kantony Zurych, Berno, Lu-
cerna, Uri, Szwyz, Obwalden i Nidwalden, Glarus,
Zug, Freiburg, Solura, Bazylea—miasto i Bazylea—
okreg, Szafuza, Appenzell—Ausserrhoden i Appenzell-
Innerrhoden, St. Gallen, Gryzonia, Argowia, Turgowia,
Tessin, Waadt, Wallis, Neuenburg, Genewa i Jura two-
rzg Konfederacje Szwajcarska.

Art. 142

Szwajcaria [33] e Projekty przedstawione narodowi pod glosowanie
zostaja przyjete, jezeli wypowiada sie za tym wiek-

szos¢ glosujacych.

e Projekty przedstawione narodowi i kantonom pod
glosowanie zostaja przyjete, jezeli wypowie sie za

tym wiekszosé glosujacych i wiekszosé kantonéw.

e Wynik glosowania ludowego w kantonie oznacza

glos tego kantonu.
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e Kantony Obwalden, Nidwalden, Bazylea—miasto,
Bazylea—okolica, Appenzell—Ausserrhoden

i Appenzell—Innerrhoden maja po potowie glosu.

Art. 16

. Inicjatywa zostaje odrzucona, jezeli wiecej niz polowa
Szwecja [34]

DO

0s0b uczestniczacych w wyborach, ktére oddaly glosy
wazne, byla jej przeciwna.
Art. 175

Ustawy o zmianie Konstytucji, ktére sa poddawane

pod referendum, w celu ich zatwierdzenia wymagaja

) uzyskania ponad polowy waznie oddanych gloséw.(...)
Turcja [35]

N[

W celu zapewnienia frekwencji w referendach, powszech-
nych i uzupetniajacych wyborach parlamentarnych oraz
w wyborach lokalnych, stosuje si¢ wszelkie konieczne
srodki, nie wylaczajac kar pienieznych.

Art. 41

Projekt ustawy lub uchwaly uwaza sie za zatwierdzony,

jesli wiecej niz 50% obywateli, ktérzy wzieli udzial w re-

Ukraina [36] ferendum glosowalto za ta ustawa lub uchwata.

[N
[N

Referendum nie bedzie uznane za wiazace, jezeli mniej
niz 50% obywateli znajdujacych si¢ na liscie wyborcéw
wzieto udzial w glosowaniu.

(...) referendum w sprawie przedterminowego rozwia-
zania Najwyzszej Rady Ukrainy i prezydenta Ukrainy

nie bedzie uznane za wiazace, jezeli mniej niz dwie trze-

win
N[

cie obywateli znajdujacych sie na liScie wyborcéw wzieto
udzial w nim.
Art. 8

Referendum ogdélnokrajowe jest wazne, jesli ponad po-

Wegry [37] towa glosujacych oddata wazne glosy i jest wiazace, jesli

N[

ponad potowa z glosujacych udzielita identycznej odpo-
wiedzi na sformutowane w referendum pytanie.
Art. 8 [38]

Minister moze wydaé¢ nakaz wprowadzenia w zycie ,al-

Wielka Brytania

ternatywnego systemu glosowania”, jedli wiecej glosuja-
[5, 38, 39] ywnego sy g J €ce) grosujy

N[

cych w referendum jest za odpowiedzia , Tak”, niz za

odpowiedzig ,,Nie”.

21 5]

N[ =
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Art. 103 [39)]

Jezeli wiekszos¢ glosujacych w referendum zagtosuje za

% wejsciem w zycie the Assembly Act provisions ma ona
wejs¢ w zycie zgodnie z § 105.
[Reguly sa ustalane kazdorazowo.]
Art. 75
Whniosek poddany pod referendum zostaje przyjety, je-
Wtlochy [40] % % zeli w glosowaniu wzieta udzial wiekszo$¢ posiadajacych

do tego prawo oraz jezeli uzyskal on wiekszo$é waznie

oddanych gloséw.

Tabela 2.1: Progi frekwencji, wiekszoéci kwalifikowanej i gloséw na tak oraz fragmenty aktéw
prawnych wybranych krajéw europejskich.

2.2 Wykresy zbioroéw wygrywajacych

Rozdziat ten przedstawia wykresy zaleznosci m od t oraz y od n dla zdefiniowanych w prze-
pisach wybranych krajoéw europejskich progéw frekwencji, wiekszosci kwalifikowanej i gloséw
na tak, przedstawione sg rowniez zbiory wygrywajace. Dla niektérych krajéow wyniki lezace na
dolnym brzegu zbioru wygrywajacego daja wynik pozytywny, a dla innych negatywny. Tabela
2.2 przedstawia takie wykresy zaleznosci m od t oraz wykresy zaleznosci y od n (sposéb, w jaki
jeden wykres mozna przeksztalcié w drugi oméwiony jest na str. 8) dla progdéw przedstawionych
w Tabeli 2.1.

T | M|Y | Wykres zaleznosci m od t Wykres zaleznosci y od n
m y
1 17
1 1
1 2 2]
2

E

o
=+
—_
o
N—=
—_
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m
1
1
1 | 32 2
2 100
j j
0 32 1 1
100 2 t
m
1
L 0D
1 | 40 2
2 100
it
0 40 1 1
100 2 t

Tabela 2.2: Wykresy dla poszczegdlnych progéw frekwencji, wiekszosci kwalifikowanej i gltoséw
na tak.



ROZDZIAL 3

Wptyw zmiany decyzji pojedynczego wyborcy negatywnego na rezultat

referendum

W rozdziale tym opiszemy, jak moglyby zmienié¢ si¢ wyniki referendum, jesli jeden z wybor-
cow negatywnych zmienitby swoja decyzje albo ze wstrzymania sie od glosu (nie wziecia udziatu
w wyborach) na glosowanie na nie, badz tez na odwrét. Dla uproszczenia zapisu wybraliSmy je-
den sposéb prezentacji wyniku referendum i od tej pory, pracowaé bedziemy we wspolrzednych
t i m, czyli na kwadracie [0, 1]2. Dlatego tez wynik referendum bedziemy oznaczaé przez pare
(t,m), a nie przez tréjke (t,m,y). Wszystkie oznaczenia, ktére stosowane beda ponizej zostaly

wprowadzone na str. 6.

3.1 Sytuacja ogdlna

Niech punkt Py = (t,m) odpowiada wynikom wyboréw z frekwencja réwna t € {%, %, o1}
i stosunkiem liczby gloséw na tak do liczby wszystkich oddanych gtoséw m. Przez k oznaczamy
liczbe 0s6b uprawnionych do glosowania. Punkt P = (t + %, ﬁ) (dla t € [%, 1-— %]) odpo-
wiada wynikom wyboréw, w ktorych jeden wyborca negatywny zmienit decyzje ze wstrzymania
sie od glosu na glos na nie, a punkt P, = (t - %, %) (dla t € [%, 1]) odpowiada wynikom
wyboréw, w ktérych inny wyborca negatywny zmienit glos na nie na wstrzymanie sie od glosu.
Zauwazmy, ze punkt P, reprezentuje mozliwy wynik gtosowania, gdy dodatkowo k,, > 1, czyli

t—1/k

m < ; .

Wektory wskazujace zmiane stanu poczatkowego maja wspoétrzedne PyP; = (%, %) oraz
PP = (—%, %) Tangensy kata nachylenia tych wektoréw do osi poziomej sg réwne ﬁ
_— ——

i ﬁ odpowiednio dla Py P, i PyP» . Dla duzych wartosci k te tangensy sa wiec w przyblizeniu
——

réwne i wynosza —". Ponizej przedstawimy wszystkie mozliwe wektory postaci Po 1 (Rys. 3.1)

i PP, (Rys. 3.2) dla k = 10. Od tej pory na wykresach kolorem czerwonym oznaczane beda

— . . . ea—
wektory Py P, a niebieskim wektory PyPs.

22



3.1. SYTUACJA OGOLNA

m
| \ \
N \ \
2
— ]
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1
10 10 10 10 10 10 10 10 10
—
Rysunek 3.1: Wektory postaci PyP; dla k = 10.
m
1 \
11
2
0 1 1 1 1 1 | | | |
o L+ 2 3 4 5 6 7 8 9 ]
10 10 10 10 10 10 10 10 10

P —
Rysunek 3.2: Wektory postaci PyP» dla k = 10.

t

t
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3.2 Sytuacje pozadane i niechciane

W tym rozdziale przedstawimy, ktére zmiany wyniku referendum sg ,dobre” z naszego

punktu widzenia. Ponizszy rysunek przedstawi wszystkie mozliwe typy zmiany wyniku.

[SIE

VIII
A

| | | | | | | | |
I I I I I I I I I
i 2 3 4 5 6 7 & 9 1

10 10 10 10 0 10 10 0 10 t

Rysunek 3.3: Wszystkie mozliwe typy zmiany wyniku.

Zauwazmy, ze w sytuacjach II, IV, VI i VIII wyborca negatywny nie ma wplywu na rezul-
tat referendum, czyli zmiana jego glosu zachowa rezultat (gdy byl on pozytywny, pozostanie
pozytywny, a w przypadku negatywnego rezultatu, nadal pozostanie on negatywny). Pozostale
sytuacje powoduja zmiane rezultatu referendum, wyborca negatywny jest wtedy decydujacy
(ang. pivotal). Z naszego punktu widzenia dwie z nich sa dobre (I 1 V) — mobilizuja do pdjscia
na wybory, a dwie zle (III i VII) — zachecaja, zeby z nich zrezygnowaé. W sytuacji I wy-
borca negatywny idac na wybory zmienia na swoja korzysé rezultat referendum, a w sytuacji
V wstrzymujac sie od glosu doprowadza do pozytywnego rezultatu (czyli wyborca bedzie wolat
zaglosowaé, zeby uniknaé takiej zmiany). Natomiast w przypadku III i VII dla wyborcy nega-
tywnego bardziej korzystne bedzie niepdjscie na referendum, gdyz wtedy zmieni on rezultat na
swoja korzysé, a glosujac uzyska pozytywny rezultat, ktérego chcial uniknaé. Sytuacje, w kto-
rych wyborca nie bedzie mial wplywu na rezultat (II, IV, VI i VIII) zdarzaja si¢ w kazdym
systemie referendalnym (szczegélnie, gdy jest duzo oséb uprawnionych do glosowania). Chcemy
wiec znalezé taki model, gdzie wyborca negatywny bedzie mial motyw, by p6js¢ oddacé glos.
W szczegblnosei, wstrzymanie sie od glosu, chociaz czasem nie wplynie na wynik, to jednak

nigdy nie przyniesie mu korzy$ci.
3.3 Wektory zmiany decyzji wyborcy negatywnego dla referen-
déw europejskich

W Tabeli 3.1 przedstawimy, jak wygladaja wektory zmiany decyzji pojedynczego wyborcy

negatywnego, gdy Py jest na dolnym brzegu zbioru wygrywajacego, dla przykladéw referendéw
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w krajach europejskich. Chcemy zaobserwowaé, w ktérych systemach referendalnych wyborca

negatywny moze w ,dobry’

?

sposéb wplynaé na rezultat, a w ktorych te ,zte” zmiany sa tez

—_— —_—
mozliwe!. Czerwone odcinki to wektory postaci PyP;, a niebieskie — PyPs.

Wektory postaci PyP; i PyP, dla punktéw na
T | M |Y |Kraje y P 0f1L 10 A PUREOw
dolnym brzegu
m
1
\
Bulgaria, Czarnogéra, \
Grecja, Lotwa, §
Macedonia, Malta, 1 AY
1 1 . 57T \k\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
5 5 Polska, Portugalia,
Rosja, Rumunia,
Stowacja, Stowenia,
Ukraina, Wtlochy
0 % 1 ¢
m
1
\
\
\
A
N
N
N
N
N
RN
9 1 Y.otwa, Norwegia, % + RS
3 2 Ukraina
1 2
0 2 3 1 t

W Rozdziale 3.2 opisujemy, ktére sytuacje sa ,dobre”, a ktére ,zte”.
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1
\
213 Holandi % T \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
10 | 2 ndia
0 3 1
10 2
1
\
\
\
AN
- 1 i % T \\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\\
0 | 2 Grecja
0 41
0 2

N[—=

Andora, Chorwacja,
Estonia, Hiszpania,
Irlandia, Liechtenstein,
Luksemburg, Stowenia,
Szwecja, Turcja, Wegry,
Wielka Brytania

N[

]
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m
1
1
. = 4 ANSSSSSSSSSSS
1 1 Albania 2
2 3
} }
0 1 1 1
3 2
m
1
) 1 ] % + NN
5 4 Niemcy
2 1
} }
0 1 1
1 2
m
1
1 39 . % —+ NS
Y =2 | San Marino
2 100
1 1
T T
0 32 1
100 2
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Macedonia, Moldawia,
Serbia

1
1 3 . % NS S
5 = | Dania
2 10
f f
3 1 1
10 2
1
1 40 Dania. Wielka B . % NS
5 100 ania, Wielka Brytania
f f
40 1 1
100 2
1
Austria, Bialorus,
: 1
Il Litwa, Lotwa, 5
2

N|—= —+
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Sl

Litwa

E[eY]

Ly

)
N|—= 4
Bl +

Tabela 3.1: Wykresy dla poszczegdlnych progéw frekwencji, wiekszosci kwalifikowanej i gloséw
na tak dla k = 50.

Na podstawie powyzszej tabeli mozna zauwazy¢, ze dla systemdw referendalnych, w ktorych
3
pojedynczego wyborcy negatywnego z glosowania na nie na wstrzymanie sie od glosu zmie-

ustalone sa progi 71 M, dla wynikéw znajdujacych sie na odcinku {T'} x [5, 1], zmiana glosu
nia pozytywny rezultat wyboréw na negatywny, a w przypadku, gdy inny wyborca zdecyduje
sie glosowaé przeciw propozycji moze doprowadzi¢ on do niekorzystnej dla siebie zmiany, czyli
odpowiada to sytuacjom VII i III z Rys. 3.2. Stad w takim systemie wyborca negatywny nie
zawsze ma motywacje, by i8¢ na referendum. W przypadku, gdy ustalony jest jedynie prog M,
to dla kazdego wyniku z dolnego brzegu zmiana z glosu przeciw propozycji na wstrzymujacy
zmieni negatywny rezultat na pozytywny, a przeciwna zmiana gtosu doprowadzi do zmiany od-
wrotnej. W tym przypadku mamy do czynienia jedynie z mozliwoscia ,,dobrych” zmian, lecz
mozliwo$¢ przeglosowania propozycji przez pojedyncza osobe nie wydaje sie byé¢ sprawiedliwa.
Gdy ustalone progi to M i Y, dla niektérych wynikéw z dolnego brzegu (dla tych, ktére nie leza
na odcinku [2Y] 1] x {%}) glos wyborcy negatywnego nie ma wplywu na rezultat wyboréw, a dla
innych wynikéw (gdy frekwencja jest wysoka) péjscie na referendum jest dla niego korzystne.
W tym przypadku, jesli sondaze przewiduja niska frekwencje, to wyborca negatywny nie ma
nadziei, ze jego glos moze mie¢ wpltyw na rezultat. W ostatnim systemie, w ktérym podany jest
jedynie prog Y, pojedynczy wyborca nie ma wplywu na rezultat przy wysokiej frekwencji. Prég
Y wyznacza dodatkowo konieczno$é wysokiej frekwencji (50% lub nawet 75%), wiec wyborca

negatywny raczej wybierze wstrzymanie sie od glosu.

Reasumujac, w systemach referendalnych stosowanych w Europie nie znajdziemy takiego,
ktory zawsze zacheca wyborce negatywnego do glosowania. Czesciej tatwiejszym sposobem uzy-
skania korzystnego dlan rezultatu bedzie niepéjscie na referendum. 7 tego powodu analizowaé
bedziemy rodzine modeli, w ktérych prég wiekszosci kwalifikowanej wyznacza funkcja kwadra-
towa M,, w nadziei, ze znajdziemy model, gdzie kazdy wyborca idac na referendum ma szanse

zmiany rezultatu na swoja korzysc¢.
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3.4 Wektory zmiany decyzji wyborcy negatywnego w modelu
M,

Na poczatku przeanalizujemy sytuacje, gdzie Py bedzie znajdowaé sie doktadnie na dolnym
brzegu zbioru wygrywajacego, poniewaz pojedynczy wyborca ma szanse zmienié¢ rezultat refe-
rendum jedynie wtedy, gdy jego wynik jest blisko progu M. Nastepnie sprawdzimy decyzyjnosé

pojedynczego wyborcy dla wszystkich wynikéw w zaleznosci od przyjetego parametru.

3.4.1 Wynik na dolnym brzegu zbioru wygrywajacego

Ponizsze wykresy przedstawiaja wektory postaci Z?Pl) i ]?132) przy k = 40 dla punktéw
Py = (t, My(t)) (gdzie t € {0.025,0.05,...,0.975,1}) odpowiednio dla a = § (Rys. 3.4), a = 0
(Rys. 3.5) oraz a = —% (Rys. 3.6). Na wykresach zielona linia oddziela wyniki, ktére moga by¢
poczatkiem wektora FO—P_Q) od pozostatych (patrz str. 22). Te przyktadowe wykresy maja daé
nam intuicje, jak pojedynczy wyborca negatywny moze zmieni¢ wynik referendum znajdujacy

sie na dolnym brzegu zbioru wygrywajacego.

m
1

[N

- PP
==
Py Py
t-1/k
m=—
— =141

N= ——

0 1

Rysunek 3.4: Wektory postaci PyP; dla Py = (t, M,(t)), t € {0.025,0.05,...,0.975,1}, k = 40

_1
oraz a = 3"
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[N

- PPy
—_—

0 1

N[ ——

Rysunek 3.5: Wektory postaci PyP; dla Py = (t, M,(t)), t € {0.025,0.05,...,0.975,1}, k = 40
oraz a = 0.
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11
2
- hh
- hP
i — tfi/k
- m = %tQ +1
% %
0 1 tr = /2 Lt

Rysunek 3.6: Wektory postaci PyP; dla Py = (t, M,(t)), t € {0.025,0.05,...,0.975,1}, k = 40

oraz a = —

N[

Podsumowujac, w analizowanym modelu referendum i przy wynikach z dolnego brzegu
zbioru wygrywajacego, w przypadku a € |0, %], wyborca negatywny jedynie idac na wybory
moze zmieni¢ rezultat na swoja korzysé, lecz gdy a = 0, to przy pelnej frekwencji jego glos nie
ma znaczenia, czyli jesli jﬁ > My(1—-1/k), to kTy > My(1), poniewaz

1

1 k-1
ky > (—= - +1) - >

2 k

k—1 k41 k—1 k-1 _

1
k 2%k k 242 2k2 7 2

N |

bo ﬁ > 0. Natomiast dla a € [~1,0) mozna znalezé takie wyniki referendum lezace na tym

brzegu, dla ktérych zmiana glosu wyborcy negatywnego z glosowania na niepdjscie, zmieni re-

zultat referendum na korzysé tego wyborcy.

Dla analizowanej rodziny funkeji M, : [0,1] — [3,1] (a € [-3, 5]) danych wzorem M,(t) =
at?> — (a + %)t + 1 tangens kata nachylenia osi poziomej do stycznej do paraboli w punkcie

(t, My(t)) wynosi: M/ (t) = 2at — (a+ 1) dla t € [0,1].
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Przeanalizujmy sytuacje, gdy wartoéci k sa duze, za$ wynik referendum opisany jest przez
punkt lezacy doktadnie na wykresie funkcji M,. Zauwazmy, ze w rzeczywistosci taki wynik wy-
boréw jest bardzo mato prawdopodobny (poniewaz zbiér wynikéw nie jest réwny calemu kwa-
dratowi [0, 1]2), ale dla duzych wartosci k znajdziemy wyniki lezace blisko dolnego brzegu zbioru
wygrywajacego. Analiza tej sytuacji nie da wiec nam pewno$ci, czy takie zmiany w rzeczywisci
moga mie¢ miejsce, ale pozwoli nam przypuszczaé na podstawie hipotezy, ze tak faktycznie jest.
W kolejnym podrozdziale przedstawimy zbiory wynikéw, dla ktérych dana sytuacja (I — VIII)

ma miejsce.

. . . . . . 7 P . P .
Dla przypomnienia: tangens kata nachylenia osi poziomej do wektoréw PyP; i Py P> dazy do

=+, edy k — oo.

Gdy
_Ma(t)
t )
to kat nachylenia stycznej do wykresu funkcji M, do osi poziomej w punkcie (¢, M,(t)) jest

M (t) >

wigkszy niz wektoréw ]?Pl> i P()—P;. Stad wyborca, zmieniajac swéj glos ze wstrzymujacego
na glos na nie, zmieni rezultat wyboréw na swoja korzy$¢, a zmieniajac swoj glos z nie na
wstrzymanie, zachowa pozytywny rezultat referendum, czyli zmiana bedzie dobra, bo zacheci
do péjscia na wybory. Gdy
() = —Mal8),
t
to punkty P; i P, takze beda leze¢ na wykresie funkcji M,, wiec wyborca, zaréwno zmieniajac
swéj glos ze wstrzymujacego na glos przeciw propozycji referendum, jak i dokonujac odwrotnej

zmiany, nie wptynie na rezultat referendum. W trzecim przypadku, gdy

—M,(t
ay(r) <« —Melt)
to dla wyborcy negatywnego glosowanie przeciwko propozycji nie jest korzystne — zmieniajac
swoja decyzje z glosu wstrzymujacego na gtos na nie, zachowa pozytywny wynik referendum,
a nie idac na wybory moze korzystnie (dla siebie) zmienié¢ ich rezultat.

Analizujac znak wyrazenia M (t) — #‘1(“ w zalezno$ci od a dowiemy sie wiec, z jaka
sytuacja dla kazdego ¢t mamy do czynienia. Poniewaz znak tréjmianu kwadratowego wg(t) :=
3at?—(2a+1)t+1 jest taki sam jak powyzszego wyrazenia dla kazdego a € [—3, 3] oraz ¢ € [0, 1],
to sprawdzimy teraz dla poszczegdlnych wartoéci parametru a, dla jakich ¢ wyrazenie wg(t) jest

dodatnie. Rozwazymy trzy przypadki:
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1. a€(0,4]

wq(t)

Rysunek 3.7: Wykresy funkcji w, dla a; = 1—10 iag = %

Ramiona paraboli zwrécone sa do gory, dla t = 0 oraz t = 1 funkcja przyjmuje wartosci

dodatnie. Wierzcholek paraboli znajduje si¢ w punkcie (2%I1, —4‘121_2?‘*'1). Stad dla a € (0, i],
11

wqe(t) > 0 dla kazdego t € [0,1] (poniewaz 24t > 1). Réwniez dla a € (1, 3

dla kazdego t € [0, 1] (poniewaz 2%1'1 €(0,1) 1 —4“21_2% > 0 dla takich a). Podsumowujac,

dla a € (0, 3] oraz t € [0,1] mamy

| mamy w(t) >0

—Ma(t)

M. (t) > ;

2. a = 0 — funkcja w przyjmuje postaé¢ w(t) = —t + 1, wiec

M. (t) > Mt“(t), t€0,1),
() = el
3. a€[-1,0)
wq(t)
t
ay
ag

N[ —

Rysunek 3.8: Wykresy funkcji w, dla a; = —% iag =—
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Ramiona paraboli zwrécone sa do dotu, dla t = 0 funkcja przyjmuje wartosci dodatnie, a dla

: . ) e : 2_ .
t = 1 ujemne. Wierzcholek paraboli znajduje si¢ w punkcie (2%21,—4“ 128aa+1), za$ Q%Zl <0

dla a € [3,0), wiec istnieje dokladnie jedno takie t* € (0,1), ze

— M, (t*
() = ~Mall)
t*
Ponadto Mo
M(t) > — t“( L e,
—M,(t
M!(t) < , ( ), t e (t*1].

Wyznaczymy teraz t*. Sprawdzimy, czy réwnanie
3at* — (2a+ 1)t +1=0.

ma miejsca zerowe. Obliczamy A = 4a® + 4a + 1 — 12a = 4a® — 8a + 1 stwierdzajac, ze dla

a € [—%, 0) mamy A > 0, a zatem funkcja w, ma dwa miejsca zerowe:

. 204+ 1—+v4a?2 —8a +1 - 204+ 14++v4a? —8a+1
= ity = )

t= 6a 6a

2

Nastepnie trzeba sprawdzié, ktére z tych rozwigzan miesci si¢ w przedziale [0, 1]. Od razu
mozna zauwazy¢, ze dla a z przedziatu [—%,0) pierwiastek to jest ujemny, poniewaz 2a +

14+ v4a? —8a+1 > 01 6a < 0. Pokazemy teraz, ze t; € [0,1]. Przypusémy najpierw, ze
2a+1—\/64a2—8a+1 < 0’ Czyli
a

20 +1—+v4a?2 —8a+1>0,
2a +1 > v4a? — 8a + 1.

Poniewaz obydwie strony nieréwnoéci sa nieujemne, wiec mozemy obustronnie podniesé je do
kwadratu. Wéwczas mamy
4a®> +da+1 > 4a®> — 8a + 1,

a>0

co daje sprzecznosé.

Pokazemy teraz, ze t1 < 1. Zalézmy, ze 2“+1_Vg;2_8a+1 > 1. Stad dostajemy
2a +1— vV4a? —8a+ 1 < 6a,
1 —4a < V4a2? —8a + 1.

Obydwie strony mozemy podnies¢ do kwadratu, gdyz sa one nieujemne, czyli

1—8a+ 16a® < 4a®> — 8a + 1,

a2<0,
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co znéw daje sprzecznosé. Stad

t*_1+1—\/4a2—8a+1
3 6a '

Ponizszy wykres przedstawia, jak zmienia si¢ warto$¢ t* w zaleznosci od parametru a.

(I

Rysunek 3.9: Wykres zaleznosci t* od a € [—%, 0).

Powyzsze obliczenia daja nam wskazowke, jaki wpltyw moze mie¢ zmiana decyzji pojedyn-
czego wyborcy negatywnego na rezultat referendum. Przypuszczamy, ze dla a > 0 bedzie mogh
on doprowadzi¢ tylko do ,dobrej” zmiany, czyli glosujac mégtby zmienié rezultat na swoja
korzy$é, a gdyby nie poszedl, ewentualna zmiana rezultatu nie bytaby przez niego pozadana.
Natomiast w modelu, gdzie a < 0, przy wysokiej frekwencji, wiekszej od t*, pdjécie na wybory
na pewno nie przyniesie mu zysku (w takiej sytuacji moze on jedynie nie mie¢ wplywu na

rezultat albo zmienié¢ go na swoja niekorzysé).

3.4.2 Wszystkie wyniki

W tym rozdziale przedstawimy twierdzenia opisujace zbiory wynikow, dla ktérych pojedyn-
czy wyborca negatywny bedzie mial wptyw na rezultat referendum. Dla a > 0 bedzie on mogh
zmieni¢ rezultat jedynie w pozadany przez nas sposéb. Natomiast dla ujemnego a beda tez takie
sytuacje, w ktorych wyborca negatywny, glosujac, zmieni rezultat referendum na niekorzystny

dla siebie.
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l.a=0

Ponizsze twierdzenie pokazuje, ze gdy referendum przynosi rezultat pozytywny, to zmiana
decyzji pojedynczego wyborcy negatywnego z glosowania na brak udzialu w wyborach, nie
zmieni rezultatu referendum (sytuacja VI na Rys. 3.2), a gdy rezultat jest negatywny bez glosu
pojedynczego z wyborcow negatywnych, to decydujac sie na glosowanie na nie, zachowa on
wynik negatywny (sytuacja IV). Innymi slowy, idac na wybory, nie moze on zmienié rezultatu
na swojg niekorzysé, a wstrzymujac sie od glosu, nigdy nie zyska zmiany rezultatu na negatywny
(czyli korzystny dla niego). Przedstawia ono réwniez zbiory wynikéw referendum, dla ktérych
wyborca negatywny, zmieniajac swoja decyzje, ma wplyw na rezultat referendum (zmieniajac
ja na glosowanie, moze pozytywny wynik zmieni¢ na negatywny — zdarzenie I, a decydujac sie

na wstrzymanie, moze wynik negatywny zmieni¢ na pozytywny — sytuacja V).

Twierdzenie 1. Niech Py = (t,m), P, = <t+ %,ﬁ), Py = (t— %, tf}%), V ={(t,m) €
[0,1]% : m > My(t)}. Wtedy:

19jesli BheV,to B eV,

20 jeéli Po ¢ |4 tO, P1 ¢ V,

3% jesli Py € PN :={(t,m) € Vim < -5 +1— 2E2EHY o Py ¢V,

4° jesli Py € NP :={(t,m) € [0, 1]7\V :m > —L +1 - 2011} 4o Py e V

Dowdéd. 1° Py € V, wiec m > —% + 1. Zalézmy, ze P» ¢ V, czyli

mt t—1/k
<_
t—1/k 2

1(2 2 1) 1
mt < —= (2 =4+ )+t 7,

+1,

2 ko k2 k
m<*z+lfi+1—i.

2k 2tk? tk

Poniewaz m > —%—1—1, to

1 1 1

TR TR

2tk — 1 — 2k > 0,

22N

co daje sprzecznosé, bo t € [0,1]. Stad P, € V.

2° Przypusémy, ze P, € V. Stad wynika, ze
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Poniewaz Py ¢ V', wiec m < —% + 1. Wykorzystujac te nieréwnosé mamy

1 L +]'<0
E o 2tk?  tk ’

2tk — 142k <0,

‘s 2k —1
2k
t>1— —,
2k
co jest sprzeczne z zalozeniem ¢ € {4,...,1— +}. Dlatego P, ¢ V.
3° Szukamy takich t i m, ze
mit t+1/k
z— - 1,
mzoy T t+1/k 2 F
P +1 i < t_1 L + 1+ :
m>—— i m<——-——— — —
2 ko 2tk? tk
Stad
t t 2tk — 2k + 1
S rl<m< s 1 TP
9 +1l<m< 2 + 2112
m A
1 S S
11
2
0 | | | | | | | | |
0 L 2 3 4 5 6 e 8 9 14
i 10 10 10 10 10 10 10 10

Rysunek 3.10: Zbior wynikow referendum, dla ktérych wyborca negatywny, zmieniajac
swoja decyzje na glosowanie, zmieni pozytywny rezultat referendum na negatywny dla
k =10. W tym przypadku sg cztery takie wyniki, zaznaczone kropkami.

38
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4° Szukamy takich t i m, ze

10 10 10

cboy oy o =1k
m < —= 1 = — ,
2 t—1/k 2
Sty St 1o 1
m< —c 1 mz——+4++—— —.
2 “ 2k 2tk? tk
Czyli
b oms foyq 2k—2tk+1
_t m> Ly AthT
2 2 2tk?
m
17—
1L
2
0 | | | | | | | | |
o L1 2 3 4 5 6 T & 9

—

0 10 10 Ly

[y

0 10 10

Rysunek 3.11: Zbiér wynikow referendum, dla ktérych wyborca negatywny, zmieniajac

swoja decyzje na wstrzymanie, zmieni negatywny rezultat referendum na pozytywny dla
k =10. W tym przypadku sa cztery takie wyniki, zaznaczone kropkami.

O]

Zauwazmy, ze zbiory PN i NP sa réwnoliczne, poniewaz Py = (t,m) € PN wtedy i tylko,
ady Pr = (t+ 4 5%7%) € NP.

39
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2.a20
Kolejne twierdzenie jest uogélnieniem Twierdzenia 1 na przypadek a > 0.

k> t—1/k
2ak3t3 k2 —2ak3—k3)t? k—4ak?—2k?+2k3)t4+2a—2ak—k-+2k?
PN, —{(t m)EV m< 2@ +(6a a )t?+(6a a +2k°%)t+2a—2a + }

Twierdzenie 2. Niech Py = (t,m), P, = (t+ = t+1/k) P = ( 1 Lt)

)

2k3t
2ak3t3— 6ak2+2ak3+k3 t2+(6ak+4ak2+2k2+2k3 ) t—2a—2ak —k—2k?
NP, := {(t,m) € [0,1]2\V : ( iax 23t ) b

V={(t,m)€[0,1)2:m > M,(t )} gdz1e a > 0. Wtedy:

©jesli BpeV,to PbeV,

©jesli Py ¢ V,to P, ¢V,
3° jesli Py € PN,, to P ¢V,
4° jesli Pp € NP, to P, € V.

Dowdd. 1° P, € V, wiec m > at? — (a + %) t + 1. Chcemy sprawdzié, czy P € V', czyli czy

mt

m?@(t—l/kﬁ— (a—ké) (t—l/ki)-i-l

7 zalozenia wiemy, ze mt > at> — (a + %) t?24t, wiec po przeksztalceniu musimy sprawdzié,

czy
1 1
at — <a—|—2>t2+t>a(t—l/k)3— (a+2) (t—1/k)> +t—1/k.

Jest to rownowazne nieréwnosci

3t2+3t 1 <+1><2t+1) L

a ——=|—-la+=)—= - .

k kK2 k3 2 ko k2 k

Zauwazmy, ze dla ustalonego ¢t € [0,1] i £k € N, lewa strona nieréwnosci jest funk-
cja liniovv@ zmiennej a. Wystarczy wiec sprawdzié czy dla a € [0 ,2} funkcja h(a) :=

a (—Si + 35— 13 + = = L) + % — 53 — E jest niedodatnia. Poniewaz jest to funkcja

e Przypuéémy, ze h(0) = % — # — % > 0. Stad t > 1+ 2k, co daje sprzeczno$é, bo
te[0,1].
- Ly 3t 32 1 .t _ L 3 1
e Obliczamy h(5) =52 — 55 — 515 T % 2k2 + 17— o2 Poniewaz 2k° - h ( 5 ) ma

taki sam znak co h (%), wiec pokazemy, ze
—3k2% 4 (3k + 4k?) £ — 1 — 2k — 2% < 0.

Zauwazmy, ze wspolezynnik przy t2 jest ujemny dla k € N. Jedli A < 0, to h (%) <0
dla wszystkich ¢ € [0,1] 1 k € N.

A = k2 + 24k + 16k2 — 12k2 (1 1ok + 2k:2) = —3k2 - 8k* <0,

stad 730 > a(t—1/K)* — (a+4) (t = 1/k) +1
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2° Py ¢V, wiec m < at? — (a + %) t 4+ 1. Chcemy sprawdzié, czy Py ¢ V, czyli czy

mt

T <a(t+1/k)? - <a+;> (t+1/k)+1,

mt < a(t+1/k)> - <a+;> (t+1/k)* +t+1/E.

7 zalozenia wiemy, ze mt < at> — (a + %) 2+ t, wiec sprawdzimy, czy

1 1
at? — <a+2>t2+t<a(t+1/k:)3— (a+2) (t+1/k) + ¢+ 1/k,

a(th—l—St—i—l) ~(a+3) (GHg)+5 >0

k K2 k3 2 ko k2 k ’

Zauwazmy, ze dla ustalonego ¢ € [0,1] i £ € N, lewa strona nieréwnosci jest funk-
cja liniowa zmiennej a. Wystarczy wiec sprawdzié, czy dla a € [0, 3] funkcja g(a) =
a (% + % + 1%3 — % - k%) - % - # + % jest dodatnia. Poniewaz jest to funkcja liniowa,
wystarczy sprawdzi¢ jedynie znak ¢g(0) i g (%)

e Zalézmy, ze g(0) = —% - ﬁ + % <0,czylit>1-— Q—Ik, co znéw daje sprzecznos$é, bo
1 1
te{s .- 1—z}
. Obliczamyg(%) :%—i—%—i—ﬁ—%—m—g—ﬁ—i—%Poniewaz2k3-g(%) ma

taki sam znak co g (%), wiec pokazemy, ze
8K+ (3k — 4k?) t+ 1 — 2k + 2% > 0.

Zauwazmy, ze wspotczynnik przy t? jest dodatni dla k € N. Jedli wiec A < 0, to
g(3) > 0 dla wsaystkich € [0,1] i k € N. Obliczamy

A = k% — 24k + 16k2 — 12k2 (1 9%k + 2k:2) = —3k2 - 8k? <0,

stad 730 < a(t+1/k)” = (a+3) (t+1/k) + 1.

3% Szukamy takich t i m, ze

1 mt 1
> 2_ _ s - 2_ _
m > at (a+2>t+1 i t+1/k<a(t+1/k) <a+2>(t+1/k)+1,

czyli
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stad
(t,m)eV  oraz

- 2ak3t? + (6ak? — 2ak3 — k3)t? + (6ak — 4ak? — 2k* + 2k3)t + 2a — 2ak — k + 2k2
2k3t

N|—=

\
N

\
\ \
\
\
\
\
T
\
0 ——t————
i 2 3 4 5 6 T 8 9 1
o 10 10 10 10 10 10 10 10

Rysunek 3.12: Zbiér wynikow referendum, dla ktérych wyborca negatywny, zmieniajac
swoja decyzje na glosowanie, zmieni pozytywny rezultat referendum na negatywny dla
k =10. W tym przypadku sa cztery takie wyniki, zaznaczone kropkami.

4° Szukamy takich t i m, ze

mt

m<at2<a+;)t+1 i t_l/k>a(t1/k:)2<a+;> (t—1/k)+1

czyli
9 1
m < at® — a+§ t+1
P msar-dyde e 2 et 11, 1
- ko k2 k3t ko kt 2k 22kt
stad

(t,m) ¢V  oraz
s 2ak3t? — (6ak?® + 2ak® + k) t? + (6ak + 4ak?® + 2k? + 2k3) t — 2a — 2ak — k — 2k?
- 2k3t '
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Rysunek 3.13: Zbiér wynikéw referendum, dla ktérych wyborca negatywny, zmieniajac
swoja decyzje na wstrzymanie, zmieni negatywny rezultat referendum na pozytywny dla
k =10. W tym przypadku sa cztery takie wyniki, zaznaczone kropkami.

O]

Podobnie jak dla a = 0 zbiory PN, i N P, sa réwnoliczne, poniewaz jesli Py = (t,m) € PNy,
to P, = (t + 1 ﬁ) € NP, oraz jedli Py = (t1,m1) € NP,, to Py = (1 ~ L tlf_”ill/k) € PN,.

Ponizszy wykres przedstawia odsetek wynikéw, dla przyktadowych k, w ktérych wyborca nega-

tywny jest decyzyjny.
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Rysunek 3.14: Stosunek mocy zbioru PN 1 do liczby wszystkich mozliwych wynikéw dla
k€ {10,20,...,1000} i a = .

3. a<0

Kolejne twierdzenie przedstawia cztery zbiory wynikéw, dla ktérych zmiana decyzji wyborcy
negatywnego jest dla niego korzystna (sytuacja 11 VII z Rys. 3.2), badZ nie (zar6éwno idac na
wybory — sytuacja III, jak i wstrzymujac si¢ od glosu — V).

Twierdzenie 3. Niech Py = (t,m), P, = (t—|— %n&Lt)’ Py = (t— %, mtk), V ={(t,m) €

+1/k
[07 1]2 tm 2 Ma(t)}a

Cobs i= 2ak3t34(6ak? —2ak> —k3)t2+(6ak—4ak® —2k2+2k3)t+2a—2ak — k-+2k>
a,k,t -—

2K3¢ ’
2ak3t3 — (6ak?+2ak3+k° )12+ (6ak-+4ak?+2k>42k3 ) t—2a—2ak—k—2k>
do gt = OVED )

PN :={(t,;m) €V :m < caps},

NP} :={(t,m) € [0,17\V : m > dop1},

PN; ={(t,m) €V :m < dg},

NP, :={(t,m) € [0,1]2\V :m > Cakt}, gdzie a < 0. Wtedy:

19 dla t* := 2“k2+k2_3ak_k\é§2§8“k2+4“2k2_3“2, jesli Py = (t*,m) lezy na dolnym brzegu zbioru
V', to Py rowniez lezy na dolnym brzegu zbioru V/,

29 jesli Py € PN}, to P ¢V,

3% jeSli Py e NP, to P, eV,

4° jesli Phe NP, ,to P, €V,

5% jesli Py € PN, ,to Po ¢ V.
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Dowdd. 1° Musimy znalezé takie ¢, ze

t(at2 = (a+3)t+1) :Ma( 1),

t —
P11k Tz

at’® — <a+;>t2+t:a(t+1/kz)3 (a+;) (t+1/k)* +t+1/k,

3ak? t2+(3ak—2ak2—k2>t+a—ak7§+k2:0.

Niech h : [0,1] — R bedzie dana wzorem h(t) := 3ak? t? + (3ak — 2ak? — k*)t + a — ak —
g + k2. Szukajac miejsca zerowego tej funkcji musimy sprawdzié, czy
A(a) = E*(k* — 8ak? + 4a’k* — 3d%) > 0

dla k € Nia € [—%,O). Wystarczy, ze sprawdzimy, czy k% — 8ak? + 4a’k? — 3a® > 0,
gdyz k? > 0. Zauwazmy, ze dla k = 1 nieréwno$é¢ przyjmuje posta¢ a®? — 8a +1 > 0.
Dla ujemnych wartosci a nieréwno$é¢ ta jest spelniona, gdyz kazdy jednomian przyjmuje
wartosci dodatnie dla a < 0. Przypuéémy teraz, ze (4k* — 3)a? — 8k%a + k% < 0 dla
jakiegos k =2,3,... oraz a € [—%, 0). Poniewaz wyrazenie to ma dwa pierwiastki (A, :=
64k* —4k%(4k% —3) = 48k*4-12k% > 0) oraz ramiona paraboli skierowane sa do gory, to a €
(8k2_ v8,‘§§’j46+12’“2, 8k2+‘8é§ﬁ46+12k2>. Daje nam to sprzecznos¢, poniewaz 8k /48K 112k W >0
dla k > 1. Stad A(a) >0 dla a € [—3,0) oraz k € N.

Tak wiec pierwiastkami tréjmianu kwadratowego h sa liczby

_ 2ak? 4+ k? — 3ak + kvV/k? — 8ak? + 4a?k? — 3a?
N 6ak?

tli

B 2ak? + k% — 3ak — kvV/k2 — 8ak? + 4a2k? — 3a?
N 6ak? '

Teraz sprawdzimy, ktory z punktow, ¢ czy to, nalezy do przedziatu [0,1]. Zalézmy, ze

to:

t1 <0, czyli

2ak + k — 3a + VK2 — 8ak? + 4a2k2 — 3a2
6ak

2ak + k — 3a + Vk2 — 8ak2 + 4a2k? — 3a2 > 0,

<0,

VEk2 — 8ak2 + 4a2k2 — 3a2 > 3a — k — 2ak.

Poniewaz prawa strona nieréwnosci jest ujemna (3a < 0 oraz (1+2a)k > 0), a pierwiastek
kwadratowy jest liczba nie mniejsza niz zero, wiec t1 < 0.

Teraz sprawdzimy drugi pierwiastek. Zatézmy, ze to < 0, wiec

2ak + k — 3a — Vk? — 8ak? + 4a2k? — 3a2
6ak

<0,

2ak + k — 3a — Vk2 — 8ak? + 4a2k2 — 3a2 > 0,
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2ak + k —3a > Vk2 — Sak? + 4a2k? — 3a2.

Nieréwnos$¢ mozemy obustronnie podnie$é¢ do kwadratu, poniewaz 2ak + k — 3a > 0 (dla
k=1 mamy 2a+1—3a =1—a > 0, a warto$¢ wyrazenia rosnie wraz z k, bo 2a+1 > 0).
Stad

4a%k? + 4ak? + K 4+ 9a% — 12a°k — 6ak > k* — 8ak® + 4a°k* — 3a2,

2k? + 20 — 2ak — k <0,

k(1 — 2k)

20—k 0

a>

dla k > 1, co daje sprzeczno$é, bo a € [—%, 0), wiec to > 0. Sprawdzmy teraz, czy to < 1.

Przypusémy, ze

2ak + k — 3a — Vk? — 8ak? + 4a2k? — 3a2
6ak

> 1,

2ak + k — 3a — VE2 — S8ak? + 4a2k? — 3a2 < 6ak,

k— a(3+ 4k) < Vk2 — 8ak? + 4a2k? — 3a2.

Wyrazenie k—a(344k) jest nieujemne dla a € [—%, 0), wiec mozemy obie strony nieréwnosci

podnies¢ do kwadratu.
k? — 2ak(3 + 4k) + 9a% + 240’k + 16a%k* < k? — 8ak® + 4a®k* — 3d?,

12a% + 246k + 12a°k* — 6ak < 0,
12a + 24ak + 12ak? — 6k > 0,

co daje sprzeczno$é, gdyz kazdy jednomian przyjmuje warto$é¢ niedodatnia. Mamy wiec,
ze ty < 1, czyli ty € (0,1). W ten sposéb znalezliSmy wzér na t* dlaa € [-1,0) i k € N:

B 2ak? + k2 — 3ak — kvV/k2 — 8ak? + 4a2k? — 3a2
N 6ak? '

t*

29 1 4° Szukamy takich t i m, ze

1 mt 1
> at? — “)te1l i — t 1k2—< )t 1/k) +1
m>a (a—|—2> +1 i t+1/k<a(+/) a+t g (t+1/k) +1,

2 1
m 2 at” — a—|—§ t+1
P me<appidt o0 o ze o 21 1 1
EOOR TR kR 2 k2K Kt
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Stad

(t,m) eV oraz
< 2ak3t? + (6ak? — 2ak3 — k3)t? + (6ak — 4ak? — 2k* + 2K3)t + 2a — 2ak — k + 2k?
2k3t '

W punkcie 4° szukamy przeciwnych nieréwnosci, wiec

(t,m) ¢ V. oraz
2ak3t3 + (6ak? — 2ak3 — k3)t? 4 (6ak — 4ak? — 2k% + 2k3)t + 2a — 2ak — k + 2k?

m >
2k3t
m
A
1
11
2
| | | | | | | | |
0 i i i i i i i i i
i 2 3 4 5 6 1 8 o 1
10 10 10 10 10 10 10 10 10

Rysunek 3.15: Zbiér wynikéow referendum dla k& = 10, dla ktérych wyborca negatywny,
zmieniajac swoja decyzje na glosowanie na nie, zmieni:

— zbidr czerwony — pozytywny rezultat referendum na negatywny (tutaj jest pieé takich
przypadkéw zaznaczonych czerwonymi kropkami);

— zbiér niebieski — negatywny rezultat referendum na pozytywny (tutaj jest jeden taki
przypadek zaznaczony niebieska kropka).

3% 1 52 Szukamy takich ¢ i m, ze

mt
t—1/k

1 1
m<at2—(a+2>t+1 i >a(t—1/k)2—<a+2>(t—1/k)—|—1,
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czyli
2 ].
m < at® — a+§ t+1
oS af? 3at+3a a at—|—2a a t+1 1 1 1
i R —_——— = = - — — - —.
g E k2 k3t ko kt 2k 2k% kt
Dlatego

(t,m) ¢V  oraz
. 2ak3t3 — (6ak? + 2ak> + k3) t* + (6ak + 4ak? + 2k + 2k) t — 2a — 2ak — k — 2k?
- 2k3t '

W punkcie 5° szukamy przeciwnych nieréwnosci, czyli

(t,m)eV  oraz
_ 2ak3t3 — (6ak?® + 2ak® + k) t* + (6ak + 4ak? + 2k? + 2k3) t — 2a — 2ak — k — 2k?

m

2k3t
m
A
1 _
1]
2
| ! ! ! ! ! ! |
0 i i i i i i i i i
i 2 3 4 5 6 7 8 o 1
10 10 10 10 10 10 10 10 10

Rysunek 3.16: Zbiér wynikow referendum dla k& = 10, dla ktérych wyborca negatywny,
zmieniajac swoja decyzje na wstrzymanie, zmieni:

— zbidr niebieski — negatywny rezultat referendum na pozytywny (tutaj jest pie¢ takich
przypadkéw zaznaczonych niebieskimi kropkami);

— zbiér czerwony — pozytywny rezultat referendum na negatywny (tutaj jest jeden taki
przypadek zaznaczony czerwona kropka).

48
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Zauwazmy, ze dla duzych wartosci k (gdy & — o0) otrzymujemy wzér (3.1):

o 2ak?2 4+ k% —3ak — kvVEk2 —8ak? +4a?k2 —3a2 1 1—+4a®2—-8a+1
lim = — + .
k—oo 6ak:2 3 6a

Tak jak dla poprzednich przypadkéw zbiéor PN, jest réwnoliczny z N P,

a

a zbidr PN, jest

réwnoliczny z N P, . Ponizsze wykresy przedstawiaja moce zbioréw PN, i PN, dla réznych k.

60

50

Liczba punktow
20 3
|

10

0 20 40 60 80 100

Rysunek 3.17: Moc zbioru PN, i PN, dla k € {2,...,100} i a = —3.
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Rysunek 3.18: Moc zbioru PN, i PN, dla k € {10,20,...,1000} i a = —3.

4. Poréwnanie modeli

Tak jak we wszystkich systemach referendalnych, w modelach, w ktoérych funkcja M, de-
finiuje prog wiekszosci kwalifikowanej, wyborca negatywny w wiekszosci przypadkéw nie ma
wplywu na rezultat referendum. Im wiecej oséb jest uprawnionych do glosowania, tym mniej-
sze znaczenie ma jego glos (patrz Rys. 3.14). Zauwazmy jednak, ze dla modeli M, moze on
zmieni¢ rezultat referendum na swoja korzys¢ idac na wybory, a wstrzymujac swdj gtos moze
— przeciwnie — zmienié¢ negatywny rezultat na pozytywny (czyli niekorzystny dla niego), gdy
wynik referendum jest bliski progu M. Co zaskakujace, liczba tych wynikéw, dla ustalonego k,

w niewielkim stopniu zalezy od a (patrz Rys. 3.19, Rys. 3.20).
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Rysunek 3.19: Moc zbioru PN, , PN i PN% dla k € {2,...,100}.
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Rysunek 3.20: Moc zbioru Ple, PN i PN% dla k& € {10,20,...,1000}.
2
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Najwiecej takich wynikéw jest dla a < 0, ale w tym przypadku moze sie zdarzy¢ (chociaz takich
sytuacji jest niewiele), ze zmiana decyzji na péjscie na referendum, zmieni rezultat na niekorzysé
wyborcy, a zmiana na wstrzymanie sie od glosowania, na jego korzysé. Ponizszy wykres (Rys.

3.21) przedstawia #PNT, —#PN~,, #PN i #PN; dla réznych k. Warto zauwazy¢, ze w tym
3 3 2
przypadku, dla kazdego a € {—%, 0, %} liczba punktéw jest bardzo zblizona.

Liczba punktow
100 200 300 400 500 600

0
|

| I I | I I
0 200 400 600 800 1000

Rysunek 3.21: #PN*¥, — #PN",, #PN i #PN, dla k € {10,20,...,1000}.
2 2

Na podstawie powyzszego wykresu mozemy przypuszczaé, ze #PN ~ #PN1 ~ #PN™*, —

2 3
#PN~, ~ % Niech ay = #PN",, by = #PN~
kdla ke {10, 20, ...,1000} (Rys? 3.22, 3.23, 3.24) twierdzimy, ze ay ~ 0,544k i b, ~ 0,044k.

. Analizujac wykresy stosunku mocy zbioru do

[N
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Rysunek 3.22: #PN*, /k dla k € {10,20,...,1000}.
2

Liczba punktow / k
000 002 004 006 008 010
v

0 200 400 600 800 1000

Rysunek 3.23: #PN ", /k dla k € {10, 20, ...,1000}.
2
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Rysunck 3.24: #PN*, — #PN~, /k dla k € {10,20,...,1000}.
2

|

Przy zalozeniu, ze postawiona powyzej hipoteza jest prawdziwa oraz wiedzac, ze N(k) =
w ~ % mozemy stwierdzié¢, ze stosunek mocy zbioru PN (i analogicznie PN1) do liczby
2

wszystkich wynikéw jest réwny asymptotycznie %, poniewaz:

#PN  k/2 1

Nk T RZ2 K

Podsumowujac, dla a > 0 skonstruowany model spetnia oczekiwane przez nas warunki, czyli
wyborca negatywny zmiana swojej decyzji moze wplynaé na rezultat referendum tylko w ,,do-
bry” sposéb. Mianowicie, idac na wybory, moze zmienié¢ rezultat na negatywny, a na pewno
nie zdarzy sie sytuacja odwrotna. Rezygnujac natomiast z oddania gtosu, moze jedynie spowo-
dowaé przyjecie propozycji. Gdy w modelu przyjmiemy a < 0, to ,dobrych” sytuacji bedzie
wiecej, niz dla nieujemnych a, ale za to moze sie zdarzaé, ze wyborca, nie idac na wybory,
odniesie jednak korzyéc¢, a glosujac przeciwko propozycji, uzyska niechciany przez siebie, pozy-
tywny rezultat. Prawdopodobienstwo wystapienia tej ostatniej sytuacji jest jednak niewielkie.
Przypuszczamy dodatkowo, ze wplyw wyborcy negatywnego w przypadku a > 0 maleje jak
1/k, za$ dla a < 0 réznica ,dobrego” i ,zlego” wplywu tez zmienia sie w doktadnie taki sposob.

Wyniki numeryczne potwierdzaja te hipotezy.



Bibliografia

1]

Literatura

Aguiar-Conraria L., Magalhaes P.C., Referendum design, quorum rules and turnout, Public
Choice, nr 144, 2010, s. 63-81.

Corte-Real P.P., Pereira P.T., The voter who wasn’t there: Referenda, representation and
abstention, Social Choice and Welfare, nr 22, 2004, s. 349-369.

Herrera H., Mattozzi A., Quorum and turnout in referenda, Journal of the European Eco-
nomic Association, nr 8, 2010, s. 838—871.

Ilvessalo S., Finska inicjatywa obywatelska — nowe gtosy w dyskusji, Green European Jo-
urnal, Second Print Edition, 2014, s. 73—76.

Pattie C., Denver D., Mitchell J., Bochel H., The 1997 Scottish referendum: an analysis of
the results, Scottish Affairs, nr 22, 1998, s. 1—15.

Reuchamps M. Referendum as a Tool for Building European Identity. The Case of Belgium,
Luxembourg, and The Netherlands, Cahiers de Sciences politiques de I’'ULg, Cahier n°6.

Rzazewski K., Stomezyniski W., Zyczkowski K., Kazdy glos sie liczy. Wedréwka przez kraine

wyborow., Wydawnictwo Sejmowe, 2014.

Stawicki R. Zarys instytucji referendum joko formy demokracji bezposredniej. Referendum
ogolnokrajowe w Polsce, Zespot Analiz i Opracowan Tematycznych, 2013, dostepny w inter-
necie: http://www.senat.gov.pl/gfx/senat/pl/senatopracowania/50/plik/ot-620_
internet.pdf [dostep 6 lipca 2016].

5 14

Zrodia
Kodeks wyborczy Republiki Albanii, dostepny w internecie: http://www.venice.coe.
int/VOTA/en/start.html [dostep 6 lipca 2016].

95



BIBLIOGRAFIA 56

[10]

[11]

[12]

[17]

18]

Akt 28/2001, uchwalony dnia 22 listopada zmieniajacy Akt o Systemie Wyborczym i Refe-
rendum, w dostepny w internecie: http://www.legislationline.org/topics/country/
46/topic/6 [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Republiki Austrii, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Kroélestwa Belgii, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/

konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Republiki Chorwacji, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Ustawa o referendum z dnia 19 lutego 2001 r., dostepna w internecie: http://www.

legislationline.org [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Krélestwa Danii, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/

konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Republiki Estonskiej, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Hiszpanii, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/konstytucje_

swiata [dostep 6 lipca 2016].

Ustawa z dnia 24 pazdziernika 2011r Dz.U. nr 220 poz. 4023, dostepna w internecie: http:
//www.taxheaven.gr/laws/law/index/law/395# [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Ksiestwa Liechtensteinu, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/

konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Republiki Litewskiej, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Wielkiego Ksigstwa Luksemburga, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.

gov.pl/konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Republiki F.otewskiej, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Republiki Macedonii, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Ustawa o referendum (poprawka z 1996r.), dostepna w internecie: http:
//justiceservices.gov.mt/DownloadDocument .aspx?app=1p&itemid=21665&1 [dostep
6 lipca 2016].

Konstytucja Republiki Motdawii, dostegpna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].



BIBLIOGRAFIA o7

[26]

[27]

[28]

Ustawa Zasadnicza Republiki Federalnej Niemiec, dostepna w internecie: biblioteka.

sejm.gov.pl/konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Podstawowa umowa shuzby cywilnej, dostepna w internecie: https://www.regjeringen.
no/no/id4/ [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Rzeczypospolitej Polskiej, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Republiki Portugalskiej, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Federacji Rosyjskiej, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Republiki Stowackiej, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Republiki Stowenii, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/

konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Federalna Konfederacji Szwajcarskiej, dostepna w internecie: biblioteka.

sejm.gov.pl/konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Akt o formie Rzadu z 28 lutego 1974 r., dostepny w internecie: biblioteka.sejm.gov.
pl/konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Republiki Tureckiej, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Ustawa o ogélnonarodowych i lokalnych referendach z 3 lipca 1991 r., dostepna w internecie:

http://www.legislationline.org [dostep 6 lipca 2016].

Ustawa zasadnicza Wegier, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/

konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].

Parliamentary Voting System and Constituencies Act 2011, dostepny w internecie: http:
//www.legislation.gov.uk [dostep 6 lipca 2016].

Government of Wales Act 2006, dostepny w internecie: http://www.legislation.gov.uk
[dostep 6 lipca 2016].

Konstytucja Republiki Wloskiej, dostepna w internecie: biblioteka.sejm.gov.pl/
konstytucje_swiata [dostep 6 lipca 2016].



